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2 LOGARITHMEN

1 Quadratische Gleichungen

a¢+bx+c=0 ; abc2R ; a, 0
Diskriminante:
D=t 4ac
b "D
D>0 zweiLosungenin R xj = -2
D=0 einelLésungin R X1 = Xp = 52
D <0 keineLosungin R
2 Logarithmen
Allgemein:  b'=x ) log,x=u
1 furb>1
log,1=0 log,b=1 109,0=" 4 firp<1
2.1 Rechenregeln
!
X
log (xy) = logx + log y log 9 =logx logy;
n — l —
log X" = nlog x log . log x
speziell gilt: log R = %Iogx
2.2 Basiswechsel
log,X Inx
log, x = = —
log,a Ina
2.3 Logarithmen zur Basis 10
log,ox=1gx ,und esgilt Ig(x10)= +Igx
2.4 Logarithmen zur Basise
log x = Inx
2.5 Logarithmen zur Basis 2

log, x = ldx

oder: log,x = lbx
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3 TRIGONOMETRIE

3 Trigonometrie

3.1 Genaue Funktionswerte fir einige Winkel

(deg) | O° 30 45 60° 9
(rad) 0 5 E_ g_ 5
i 1 2 _3
sin 0 %5 ‘9‘5 12 1
cos 1 ?g - %_ 0
tan 0 ? 1 IO3
cot 31 =2 0
3.2 Beziehungen
sin?> +cos =1 tan = om = 1+ tan?
cos cos?
cos 1 2
= cot = —— - = 1+ cot
tan cot 1 sin sz
3.3 Reduktionsformeln
9 sin(9® ) = cos cos(9® ) =sin
tan(90° ) = cot cot(90® ) =tan
9 + sin(90°+ ) = cos cos(90+ )= sin
tan(90°+ )= cot cot(90°+ )= tan
18C sin(18¢ ) =sin cos(180 )= cos
tan(18¢® )= tan cot(18C® )= cot
180 + sin(18¢°+ )= sin cos(180+ )= cos
tan(18C + ) =tan cot(180 + ) = cot
27¢ sin(27¢® )= cos cos(270 )= sin
tan(27¢® )= cot cot27¢ ) =tan
270 + sin(27+ )= cos cos(270+ ) =sin
tan(270+ )= cot cot(27C+ )= tan
360 sin(360° )= sin cos(360 ) =cos
tan(360° )= tan cot(36C® )= cot
sin( )= sin cos( )=cos
tan( )= tan cot( )= cot
ZHW Seite2 Mathematik Formelsammlung



3 TRIGONOMETRIE

3.4 Funktionen von ,2 ...

sin( )=sin cos cos sin
cos( )=cos cos sin sin

_ tan tan
tan( )_ 1 tan tan

_ cot cot 1
COt( )_ cot cot

sin( ) = El cos?
cos()= 1 sin?

2 sin(2 ) = 2sin cos
cos(2)=co® sin? =2cos¥ 1 =1 2sin?
— _2tan
tan(2 ) = 527
3 sin(3 )= 3sin  4sin®

cos(3)=4cos® 3cos

_ 3tan__ tand
tan(3 ) = 1 3tan?

5 sin(5 ) = 16sin®( ) 20sin3( )+ 5sin( )
cos(5 ) = 16cos®( ) 20cos’( )+ 5cos( )
] | ]

n sin(n ) = rll sin( )cos () 2 sin3( )cos" 3+ 2 sin®( )cos" 5( )
+ ] |
cos( )= cos’( ) g sin?( )cos" 2( )+ 2 sin*( Ycos" 4()  +:::
q 1
H _ Ccos
fE Sin 5= —
cosy =  lcs
T L
2 in2 _ — 1 cos
f 2 S|n82§ __ l+czos
o0 2 2- 1 czos
tan 2 = T¥cos
f2 sin? =1(1 cog2))
cos® = 3(1+cog2))
f3 sin® =2(3 sin  sin(3))
cos® =2(3 cos +cos(3))
f4 sin® = %(cos(4) 4cos(2)+ 3)

cos* = i(cog4 )+ 4cos(2)+ 3)

Mathematik Formelsammlung Seite3 ZHW



3 TRIGONOMETRIE

3.5 Sinussatz

b _ ¢

. . . - a _
In einem beliebigen Dreieck gilt: sn() - sin() - sin()

3.6 Cosinussatz

In einem beliebigen Dreieckgilt: a = b+ ¢ 2bc coy )

3.7 De nitionen am Einheitskreis

Gegenkathete _ Ankathete _ Gegenkathete

sin(x) = Hypotenuse cosk) = Hypotenuse AN = A nkathete

3.8 Umrechnung Gradmass/Bogenmass

180°
=— X

(0] (0]

*= T80
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4 GONIOMETRIE

4 Goniometrie

Einige Formeln, welche bei schweren Goniometrie-Formeln zu Vereinfachung fihrenkonnen.

Grundform
a sin®x+b sinx+c=0

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

p
b ¥ 4dac

2a

SinXpp =

Herleitung
Quadratischen Erganzenwir bei der Parabel (Quadratische Gleichung).

Grundform
sin( +x)+sin( x)=a

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

a
2 sin(—)

cogXx + > )=

Herleitung
Additionstheor emeeinsetztenund auf entsprechendeForm bringen.

Grundform
a sin(x+ )+b sin(x+ )=0

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

a
tan(

tan(x +
(x b+ a 2

+
> )= )
Herleitung '
Umformung  iiber 3 =

[V]len

Mathematik Formelsammlung Seite5 ZHW



4 GONIOMETRIE

Grundform
cosi+ ) _
cosk ) P
Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt
1+
cotx = tan

Herleitung
Umformung mit Brucherweiterung (kompliziert).

Grundform
a cosx+b sinx=c

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

bc a pa?+b2 c?
&+

sin X1:2 =

Herleitung
Quadrieren und cos? durch 1 sin? ersetzen. Durch das Quadrier en kdnnen falsche Lésun-
gen hinzukommen, daher mussimmer mit Probe geprift werden.

Grundform
a cox+b sinx cosx+c sin’x=d

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

(@ © cos2x+b sin2x=2d a c

Herleitung
Uber Funktionen desdoppelten Winkel.

ZHW Seite6 Mathematik Formelsammlung



5 SUMMEN, PRODUKTE

5 Summen, Produkte

5.1 Summen

5.1.1 Regeln
X X X
g + by = (a+ by)
i=m j=m k=m
X X
C &= ca
k=m k=m
X Xm
& = d+m
k=m j=0
Teleskopsumme:
X
(& aw1)=an a1
k=m
Index-Shifting:
Xn K+l
xkt1 = XK
k=0 k=1
5.1.2 Spezielle Summen
X _n(n+1)
2
=1
M N+ D@+ 1)
6
k=1
X nZ(n + 1)2
=0
4
=1
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5 SUMMEN, PRODUKTE

5.2 Produkte

5.2.1 Regeln
Yn Y m Y m
g = An+j = A K
i=m j=0 k=0
10 1
0Yh Yn
% & big=  (ahy)
i=m J=m k=m
Yn
1 1 :
— = Q5 ;ifallg, O
i=m & i=m &
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6 ARITHMETISCHE FOLGEN UND REIHEN

6 Arithmetische Folgen und Reihen

6.1 Arithmetische Folgen 1. Ordnung
6.1.1 De nition
a @ 1=const=d 8i2N;i 2,d2R

Di erenz zweier aufeinanderfolgenden Glieder ist konstant.
Glied ist arithmetisches Mittel der Nachbarglieder: g = %(a-ﬂ +3 1) 8i2N;i 2

6.1.2 Bildungsgesetz
&= 1+d

a=at+(k 1)d

o @

g !

Anzahl Glieder: n =

6.2 Endliche Arithmetische Reihen 1. Ordnung
6.2.1 De nition

a: erstesGlied

z: letztes Glied

d: Di erenz

n: Anzahl Glieder

S:Summe der endlichen Folge

X
Sy = a+ (i 1)
i=1
X n@a+ 2
= = S22

6.3 Arithmetische Folgen 2. Ordnung
6.3.1 Bildungsgesetz

di: 1. Di erenzder 1. Di erenzenfolge
d: Di erenzder 2. Di erenzenfolge

d d
6\<+1=§k2+ dh > k+ 3
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7 GEOMETRISCHEFOLGEN UND REIHEN

7 Geometrische Folgen und Reihen

7.1 Geometrische Folgen

7.1.1 De nition

3 - const=q 8i2N;i 2

8 1
Quotient zweier aufeinanderfolgenden Glieder ist konsbant.
Glied ist geometrischesMittel der Nachbarglieder ay = " & 1a8+1

jg>1 : wachsendeFolge
jg<1 : abnehmendeFolge
jg=1 : gleichbleibende Folge
g>0 : monotone Folge
gq< 0 : alternierende Folge

7.1.2 Bildungsgesetz

a

_ 1_ ax
&= a = -
6) 3
7.2 Endliche Geometrische Reihen
7.2.1 Summenformel
a: Anfangsglied
g: Quotient
n: Anzahl Glieder
S,: n-te Partialsumme der endlichen Folge
_ q'
S’] =a 1 q !q I 1

7.3 Unendliche Geometrische Reihen

Gleichung der Geraden g mit Steigung m = %]:

Unendliche Geometrische Reihe konvergiert, wenn jgj < 1
Grenzwert fur konvergierende unendliche geom. Reihe:
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7 GEOMETRISCHEFOLGEN UND REIHEN

A w
2
q
¢}
g
aq
aq
a
a »
Ll
5
2!
&
»r2
&
»P3

Abbildung 1: Graphische Summierung

7.4 Anwendungen der Geometrischen Reihe

7.4.1 Bruchverwandlung von 027

1. Schritt: Periode bestimmen (hier: 2 Dezimalstellen ) also 100rechnen!)

2. Schritt: Bruch aufstellen: %00112_7 = 2 () Periodischer Teil fallt weg)

1
7.4.2 5998 auf 20 Stellen berechnen

1. Schritt: p@ = T o5

2. Schritt:  _jad *= 1%

3. Schritt: g= 0:00Z2a=1;jg< 1)

4. Schritt; 1+ 0:002' + 0:002 + 0:002 + 0:002*:::=1+2 10°%+4 106+8 10 °+ :::
5. Schritt: = 1:002004008016@3%64:::

7.4.3 Zinsberechnungen

Um wieviel % vermehrt sich ein auf Zinseszins angelegtesKapital in 13 Jahen bei 7% Zins?
1. Schrit: ag=a of 1) a=a 1.0 ! (eingesetzt)

2. Schritt: g4 = 1:0713) 4= a 2:4098

3. Schritt: if ay = 100%then aj4 = 240%,so = 140%
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8 POTENZREIHEN

8 Potenzreihen

8.1 Summenformel

a. Koe zienten der Potenzreihea, 2 R
Xo. Zentrum der Potenzreihe
S,. n-te Partialsumme der endlichen Folge

X
S= & (x X
k=0

Die Summe von Potenzenergebenein Polynom.

8.2 Konvergenzradius

r heissKonvergenzradius der Potenzreihe.

Existiert einer der Grenzwerte |, so hat die Potenzreihe den Konvergenzradius r = 1
Ist =0,soistr =1 und die Potenzreihe konvergiert tberall.

Ist = 1,soistr = 0und die Potenzreihe konvergiert nur im Punkt Xq.

8.2.1 Quotientenkriterium

8.2.2 Wurzelkriterium

o 1=

8.3 Satz

P
Zu jeder Potenzreihe S, = g a (X Xo)¥ gibt eseinen Konvergenzradius (r  0). Die Reihe
konvergiert flr jx Xoj < r und divergiert flr jx Xoj > r. Flr jx Xpj = r erhalt man keine
Aussage.

ZHW Seite12 Mathematik Formelsammlung



9 TAYLORREIHEN, TAYLORPOLYNOM

9 Taylorreihen, Taylorpolynom

9.1 Taylorpolynom n-ten Grades von f in der Naherung des Punktes Xxq

- 19x0)

” (X  Xo)

Pa(x) =
k=0

9.2 Beispiel TI-89:  taylor(f(x),x,n,x0)

Gesuchtist die Taylorreihe von sin(x); Xg = 0.
Ableiten und die Werte der Ableitungen in Xo berechnen:

X einsetzen

fx) =sinx) =0
%) =cogx) =1
f9x) = sinx) =0
fO%%) = cogx) = 1
fd(x) =sinx) =0
fOK) =cogx) =1
Das Berechnetein das Taylorpolynom einsetzen:
Po) =g (x 0° 0
Pi() =4 (x 0 Po+x
Pax) =5 (x 02 Py+0
Ps) =5 (x 0P Pp g x7
Pa(x) = 7 (x 0 P3+0

Ps(x) =g (x 0P Pat+g x°

a

AusgeschriebeneTaylorr eihe fiir sin(x):

9.3 Gute der Approximation

Zeichen Bescheibung
(Xi) Wert zwischen x und Xg

Wie gut approximiert das Taylorpolynom P, (x) die Funktion f(x)?

f(x) =  Taylorpolynom + TaylorschesRestglied
= 5 Pn(x) + Rn(X)
£09 fnel
= el 0+ o

Mathematik Formelsammlung Seite13
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10 FOURIER- REIHEN

10 Fourier - Reihen

10.1 Periodische Funktion
f(x) ist eine periodische Funktion mit Periodep= 2
a0 h
f(x) = > + [an cognx)+ b, sin(nx)]

n=1

10.2 Berechnung der Koe zienten a, und b,

1 42
= — f(x)dx
0
1 42 1 42
e = — f(x) cosnx)dx b, = — f(x) sin(nx)dx
0 0
Allgemeinere Formulierung: 7
== f(t)dt
m
2 z 2 z
3= = f(t) cosn! ot)dt b, = = f(t) sin(n! ot)dt
T m T m

10.3 Symmetriebetrachtungen

f(x) ist eine gerade Funktion: (Spiegelsymmetrisch, z.B.coy))

a0 X
f)==+ @ cosx) (bn=0)
n=1

f(x) ist eine ungerade Funktion: (Punktsymmetrisch, z.B.sin())

X
f(x) = b, sin(nx) (agz=0 und ay=0)
n=1

ZHW Seite14 Mathematik Formelsammlung



11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11 Di erenzengleichungen

11.1 Vektorielle Di erenzengleichungen

Zeichen Bescheibung
u(k) Eingangssignal (Inputfolge)
y(K) Ausgangssignal (Outputfolge)
x(K) Interner Zustandsvektor
x(0) Startwert
11.1.1 Beispiel
Lineares System:
xik) = xak 1)+ 2k 1)+ u(k)
xo(K) = 2xi(k 1) 3xo(k 1) 3u(k)
YK = 2xy(k) + 3x2(K)  2u(k)
Matriziell:
! ! ! !
_ xik) 1 2 xi(k 1) 1
W = uw T 2 3 xlk 1) g uk
_ X (k)
y(k = 2 3 %o(K) 2u(Kk)
Startwert x(0):
! !
_ x©@ _ O
O @ T 2
Eingangssignal:
K _( 1,furk=0;1;2;:::
ul =" o fir k<0
Werte des Zustandsvektors x(K):
! ! !
0 3 _ 8 .
x(0) = 1 ,X(1) = 6 ,X(2) = o1 0 tE
Ausgangswerte y(k):
y(0)=1,y(1)= 14,y(2)=45,:::
Mathematik Formelsammlung Seitel5 ZHW



11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.2 De nition

Zeichen Bescheibung
f(k) Storfunktion (0 fir homogene Di erenzengle-
ichungen)
n Ordnung der Di erenzengleichung

X+ ax(k D+ ax(k )+ + ax(k n) = f(K)

11.3 Homogene Di erenzengleichungen

Ldsungsansatz:

x=c & ; a, 0
Ansatz in Di erenzengleichung einsetzen
Ausklammern
charakteristische Gleichung: Klammerausdruck = 0

Ldsungen der charakteristischen Gleichung berechnen

(1 &)

Linear unabhangige Losungen fur x(k): ai; &;::: in Ansatz einsetzen
(! x(K=c ::;und x(k)=c, :::)

Allgemeine Lésungder Di erenzengleichung: Summeder beiden linear unabh. Lésun-
gen
(" x(K=c i+ i)

Spezielle Loesungder Di erenzengleichung: Anfangsbedingungen einsetzen
(! g=n0=110)

c1; ¢ in allgemeiner Ldsung einsetzen
(" x(k) = ::: ist die Losung (explizite Formel fur x(k)))
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11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.3.1 Beispiel
Homogene Di erenzengleichung der Ordnung 2:
x(K)+x(k 1) 6xtk 2)=0 ; k=23::: ; x(0)=1,x(1)=2

Ansatz:
xk=c a& ; a, 0

Einsetzenin Di erenzengleichung:

cd+cd?! 6cd? =0
k 2 —
c @+a 6) = 0
& 1 R Y
, 0 , 0 =0
Charakteristische Gleichung:
&+a 6 = 0
(a 2@a+3) = 0

Losungen der charakteristischen Gleichung:
y=2 ; &= 3
Zwei linear unabhangige Lésungen:
x(=c 2 ; x(W=c (3

Allgemeine L6sung:
x(K)=c, 2X+c (3

Anfangsbedingungen:
x0)=1 ; x(1)=2

SpezielleLésung der Di  erenzengleichung:

1=c+0c
2=2c 3o
daraus folgt:
=1 ; =0
LOsung:
x(k) = 2¢
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11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.4 Inhomogene Di erenzengleichungen

Ansatz fur partikul are Losung (fur f(x) Storfunktion einsetzen):

Xp(K) = a f(x)

Ansatz in Di erenzengleichung einsetzen
a f(x) ausklammern

Dividier en durch f(x)

aberechnen

ain Ansatz einsetzen
(! partikul are Losung xp(K) = ::: f(x))

Allgemeine Losung: X(K) = Xn(K) + Xp(K)
(homogene Losung + partikul are Lésung)

SpezielleLéesungder Di erenzengleichung: Anfangsbedingungen einsetzen
(! g=:1n0=:1)

c1; ¢ in allgemeiner Lésung einsetzen
(! x(k) = ::: ist die Losung (explizite Formel fir x(k)))
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11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.4.1 Beispiel
Inhomogene Di erenzengleichung:
x(K) x(k 1) 6x(k 2)=fK=3: x(0)=2,x1)= 1
Homogene Di erenzengleichung (siehe oben):
Xp(K) + xp(k 1) 6xp(k 2)=0
Allgemeine Losung der homogenen Di  erenzengleichung:
xp(K) = 2+ ¢ (3

Ansatz fir partikul are Lésung:
xp(k) = a 3

Einsetzenin inhomogene Di erenzengleichung:

xp(K) + Xp(k 1) Bxpk 2) = 3
a3+a 3!t 6a 3?2 = 3K
a3a+3* 63?%) = 3
1 6
al+= - =1
3 9
a = 15
Partikul are Losung:
xp(K) = 1:5 3¢

Allgemeine L6sung:
X(K) = xn(K) + xp(K)

Also:
x(K)=c; 2X+c, ( 3)F+15 3K

Randbedingungen:
2= +c+15
1=2¢; 3¢+ 45

Daraus:
= 08 ; =13

Losung:
x(K)= 08 2+ 1:3 ( 3)F+15 3* ; k=01;2:::
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11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.5 Erzeugende Funktionen
Inhomogene Di erenzengleichung:
ax(K+b xtk 1)+c xtk 2)+ = f(K

Fur jedesk kann man eine Gleichung bilden:

k=2: a x()+b x(Q)+c x(0)+:::= (2
k=3: ax(3+b x(2)+c x(1)+:::= f(3)
k=4: a x@)+b x(3+c x@2)+:::=f(4)
Mit s;s%;s%::: multiplizier enund addieren:
a x(2) s+b x(1) s+c x(0) s+::: = f(2) s
a x(@) +b x(2) £+c x(1) £+:11 = f2) &
a x(@d) sSs+b x(3) SS+c x(2) S$+::: = f(2) S
o o b TR
ergibt x(K) ST+ x(K) s+ x(K) T = 3L
k=2 k=1 k=0 k=1

und wir d dann durch diese erzeugende Funktion ausgedriickt:

X
fg=  x(K

k=0
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12 GRENZWERTE

12 Grenzwerte

12.1 De nitionen
12.1.1 Denition 1

a2 R heisst Grenzwert der Folge fa,gon , Wenn zu jeder beliebig kleinen reellen Zahl " > 0
eine natlrliche Zahl N(") 2 N so existiert, dass

jan g <" furallen> N(")

Man sagt auch, dass die Folge fa,gion gegen a konvergiert, oder wenn die Folge einen
Grenzwert hat, heisst sie konvergent.

Gibt eskeine solche Zahl a. so heisstdie Folge diver gent.

12.1.2 De nition 2

a2 R heisst Grenzwert der Folge fangion , Wwenn fiir jede beliebige -Umgebungen gilt:
Innerhalb der -Umgebungen liegen unendlich viele Folgenglieder, aussehalb nur endlich
viele.

12.1.3 De nition 3

Zwei Folgen fa,gon ; fbngion heissengleich, wenn a, = b,;8n 2 N..
Wenn die eine konvergiert, so konvergiert auch die andere und die Grenzwerte stimmen
Uberein.

12.2 Grundoperationen mit 1 Folgen
12.2.1 Grundoperationen

" Zwei Folgen konnen gliedweise addiert oder subtrahiert werden
" Eine Folge kann mit einem Skalar multipliziert werden
~ Zwei Folgen kdnnen gliedweise multipliziert werden.

" Siekodnnen sogar auch gliedweise dividiert werden!
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13 GRENZWERTE VON FUNKTIONEN

12.2.2 Rechengesetzeflir konvergente Folgen

fangund fb,gsind zwei konvergente Folgen.

fim o= Jm B Jim i = fm o
limc a,=c lim a,
lim(a, by)=Ilima, limb, (Nur wenn der GW existiert)
lim(a, b)) =Iima, lim by

. an _ lim a, .
lim b ;Iim b, ,falls b,, O und Ilmb,, O
lim p"az "lima, ,falls a>082N und p2N

13 Grenzwerte von Funktionen

13.1 Stetigkeit

De nition 1 Eine Funktion f(x) heisststetig an der Stellexg 2 D, wenn gilt:

Jim f(x) = f(xo)

De nition 2 Eine Funktion f :D;! R heisststetig auf D¢, wenn sie an jeder Stellexg 2 D¢
stetig ist.

De nition 3 f(x) konvergiert gegendie Zahl Ffur x! 1 ,d.h. limy, +; f(x) = F, falls sich
fur jede beliebige kleine Toleranz " > 0 eine Schrankexp nden lasst,sodassjf(x) F <"
fur alle x > Xo.

13.2 Grenzwert Beispiele

2xX+1
Babylonischer Algorithmus (Radizieren)
lim W, = p_x
" ®)
1 X
Whi1 = E(Wn + Wn)

P-
Whi+1 (X) <Wn  Wps1
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14 FUNKTIONEN

14 Funktionen

14.1 Schnittwinkel zweier Funktionen in R2
m,: Steigung von f(x)1

my: Steigung von f(x)>
: Windel zwischen den beiden Steigungen m; und m,

mp my

tan( ) = Trm p—

14.2 Schreibweisen

f()9 = exp(g(x) In(f(x)))

Reziproke: f(x) l=i

)

Inverse (Umkehrung): f 1(x)

14.3 Exponentialfunktion

exp(x+y) = exp(x) exp(y)

exp(0) = 1
exp(l) = e
1
exp( X) = xp()
In(e) = 1

In(exp(x)) = X
exp(in(x)) = x
exp 'x) = In(x)

C* = exp(x In(C))
& = exp(x In(e) = exp(x)

x¢ = exp(C In(x))
R = xﬁzexp% In(x)
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14 FUNKTIONEN

14.4 Hyperbolische Funktionen

X
sinh(x) = ¢ 2e ; X2R
X
cosh(x) = ¢ +2e ;7 X2R
& e
tanh(x) = et Xx2R
1
COth(X) = W, X2R nng
14.4.1 Eigenschaften
_sinh(x)
tanh(x) = cosh(x)
sinh(x) + cosh(x) = €
cosh(x) sinh(x) = e*

cosh?(x) sinh?(x) = 1
sinh(2x) = 2sinh(x) cosh(x)

14.5 Area Funktionen

TODO
14.6 Kurven Funktionen

Gerade : y=mx+q
Geradedurch (Xp=yp) @ Yy Yp=m(X Xp)
Kreis mit Mittelpunkt (0=0) : x?+ y?=r?
Kreis (allgemein) : (x Xx)?+(y yo)?=r?
NI

Ellipse mit Achsen a, b und Mittelpunkt (0=0) : 2 + 7 =1

Parabel : y=axX+bx+c

14.7 Inverse einer Funktion

Jedestreng monoton wachsende oder fallende Funktion ist umkehrbar. Das heisst, jeder
Funktionswert ist genau einmal vorhanden und jede Steigung an die Kurve ist einmal
vorhanden.
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14 FUNKTIONEN

__1
f(f 1(x)
Dieser Zusammenhang folgt daraus, dassdie Tangentensteigung an einen Punkt von f(X1)

dem Kehrwert der Tangentensteigung von f (x;) entspricht. Dies ist aus der Spiegelung
der Tangente an der Winkelhalbier enden ersichtlich.

(f H%) =
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15

ABLEITUNGEN

15 Ableitungen

15.1 Eigenschaften

4 1
; 1
= 0 arcsin(x) me Xj <
0 _
x> =1 arcco(x) 131—; Xi<1
exp’(x) = exp(X) 1 x2
1 0 1 .
In%x) = ~ arctan-(x) 17 2 X2R
sinf(x) = cos() sinh%(x) cosh(x)
cox) =  sin(x) cosh(x) sinh(x)
0x) = —r = 2 tanh%(x 1
tan'x) = Co(X) 1+ tan“(x) ) cosh?(x)
1 1
cotdx) = = (1+ cot? coth(x
) sin?(x) ( () ) sinh?(x)
15.2 Hauge Ableitungen
(cx° = C
(€° = C* In(©
@° = (Cin(@)a™
x"? = nx"% n2R
() = (nE)+1) X"
(exp(CX))° = cexp(Cx)
o _ 1_ 1
(0g,00)° = (109,®); = 57
10, 1
x  x2
[
Ro - 1 X
n x
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15 ABLEITUNGEN

15.3 Regeln

15.3.1 Summenregel

(00 + 9(x))° = 09 + g°x)

15.3.2 Produktregel

(f6) 900)°= %) g(x) + f(x) g¥x)

15.3.3 Kaettenregel

(f 90)°= (f(gt)°= fA9x) g1

Beispiel:
I 2
f(X) e cos(l x?)

v=vx) = 1 x* ) yx) = 2
u=u(v) = gosv ) 2uvw) = sinv
w=wu) = “u ) Swu) = =
y=gw) = e ) ggw = e

fO(x) = o o5 X ! sin(1 x%) 2x

'J—
2 cos(l x?)

15.3.4 Quotientenregel

|
f(x) ° _ fox)00x)  f(x)g%x)
g(x) g2(x)
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15 ABLEITUNGEN

15.4 Logarithmische Ableitung

f(x) 0
m: In f(X)
Beispiel:
y = Xsinx
Iny = Inx5™
Iny = sinx Inx
1 1
— y° = cosx Inx+ - sinx
y X
y° _ x cosx Inx+sinx
y X
0 y(X cosx Inx+ sinx)
y =
X
o _ X™(x cosx Inx+ sinx)
o= X
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16 INTEGRALE

16 Integrale

16.1 Integrationsmethoden

16.1.1 Integration durch Substitution

Beispiel
Z p
X2 x(2x 1)dx
1. Substitutionsgleichungen
u = x> x
du
— = 2 1
dx
du = (2x 21dx
du
dx = > 1
2. Integralsubstitution
‘ p du
u (2 1
u @& Dz
3. Integration
z p d z 2
u (2 1)2Xu1= u%du=§u%+c
4. Ricksubstitution
2 2
§ug+C:§(x2 X)2 + C
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16 INTEGRALE

16.1.2 Partielle Integration (Produktintegration)
Z Z
f6) g)dx= f(x) 9 %) g(x)dx

Beispiel
Z
2
In(x) dx
12} |{§f
X))
Z
x3 1 x3
= In(x) — - — dx
| {z 3 X 3
oy 112} 1{Z} [{Z}
M g 0 g
s £
X X
= In(x) 3 de
3 3
= In(x) % %+c
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INTEGRALE

16.2 Spezielle unbestimmte Integrale

Im Folgenden: Integrationskonstanten weggelassen

Z

x"dx
A

Xdx
Z

adx

In(x)dx

loga(x)dx
z 1

—dx

X
‘ 1
—dx
X2
z 1
X—ndX
z

X sin(ax)dx
z

sin(ax+ b)dx

cos(ax+ b)dx

4
1

2 SiTX) dx
cog(x) dx
sin?(x)dx

cos?(x)dx

dx

ax+b
ax+b

cin@ 2
x(In(x) 1)

x(log,(x) 10g.(8)

log(x)
1
X
1 1
POESEES L
sin(ay) x cos@x)
& a

1
acos(ax+ b)
1 .
asm(ax+ b)
In tan X
2
In tan X + —
2 4
1 .
E(X sin(x) cog(x))

%(x + sin(x) cos(x))

1
a In(ax+ b)

ax+b ad bc
c c?

In(cx+ d)

1 X
—arctan —
a a

1 X a
—1In
2a X+ a

p— P
a2+x2+§ln X+ a@+x2

P
2 x2+ iarcsin i
2 ]

@

p pP——
x2 & Eln X+ x2 &

NIX NIX NIX
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17 KURVENDISKUSSION UND EXTREMALAUFGABEN

17 Kurvendiskussion und Extremalaufgaben

17.1 De nitionsbereich und Randpunkte

Fur die Bestimmung einesDe nitionsbereichs gilt ganz allgemein:
Nennermuss ungleich Null sein.

Logarithmandmuss grosserNull sein.

Wurzelradikandmuss grosseroder gleich Null sein.

Beispieleflr die Angabe einesDe nitionsber eichs:

D¢ =[ab] aund bsind Randpunkte von D (alsoinklusive)
D: = Rnflg (GanzerR ohne 1, Randpunkte von Ds: 1 ,1,1)
Di=fx2Rjx<0[ x>2g (Ganzer R ohne (0;2).)

Randpunkte konnen auch auftreten bei:
einer Unstetigkeit (Sprung) von f9 Die Kurve hat einen Knick.
einer Unstetigkeit (Sprung) von %

17.2 Nullstellen

Nullstellen sind stellen, wo f(x) = Oist und x im De nitionsber eich D¢ liegt.

17.3 Extrema

Maximum: f9x) = Ound f9Ux) < 0
Minimum: f%x) = Ound f°{x) > 0

Globales Max- bez. Minimum muss 'von Hand' aus den obigen lokalen Extremalstellen
bestimmt werden! Auch hier gilt, dassessich nur um ein Extremahandeln kann, wenn x im
De nitionsber eich D liegt.

17.4 Monotonie

Die strengeMonotonie bedeutetein dauernd esAnwachsender Funktionswert efir zunehmendes
X, wahrend bei der einfachen Monotonie auch Gleichheitszeichen zugelassenwerden (Sat-
telpunkt).

Die 1.Ableitung y° = f9x) ist die Steigung der Kurventangente und bestimmt somit das
Monotonie-V erhalten der Funktion:

yo= fYx) > 0 : monoton wachsend
y9= f%x) < 0 : monoton fallend
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17 KURVENDISKUSSION UND EXTREMALAUFGABEN

17.5 Symmetrie

Die Symmetrie kann durch zwei Arten nachgewiesenwerden:

Symmetriebedingung
Der Graph irgendeiner Funktion f ist symmetrisch zur Geraden mit x = a (horizontale),
wenn f(a+d)= f(a d)furalled2R mita+d;a d2Djs.

Gerade Funktionen

17.6 Pole
Ein Pol ist eine 'bdsartige’ De nitions! tcke. Nahert man sich der dieser Stelle, so strebt der
Funktionswert gegen+1 oder 1

Wenn die Ann &herung von beiden Seitenher in die Gleiche Richtung geht, nennt man diesen
einen geraden, ansonsteneinen ungeraden Pol.

17.7 Asymptoten
17.7.1 Vertikale Asymptote

Bei der Betrachtung eines Randpunkts a

lim f(x)= 1 oder Ilim f(x)=1
x! at x! a

17.7.2 Horizontale Asymptote
Die Geradey = cist eine horizontale Asymptote der Kurve y = f(x), wenn gilt:

Xlllrpl f(x) = c oder X!I|{n f(x)=c

17.7.3 Schiefe Asymptote

Die Geradey = mx + cist eine schiefe Asymptote, wenn gilt:

— i 0 — 0
m = x!“rpl f(X) oder m= X!|II1’n 5 (X)

c= lim f(x) mx oder m= lim f(xX) mx
x! +1 xt1

m, O und Im (f(xX) mx ¢ =0 oder Im (f(x) mx ¢ =0
X +1 xI'1
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17 KURVENDISKUSSION UND EXTREMALAUFGABEN

Die schiefe Asymptote lasstsich bei einer gebrochen rationalen Funktion durch Polynom-
Division ermitteln:

Beispiel:

_05x2 x+05
- X+ 1

= (05x2 x+05):(x+1)=05x 15+
y = (0:5x° X ) (x+1) X + 1

Die Asymptote im Unendlichen lautet daher: y = 0:5x 1.5

17.8 Wendepunkt

In einem Wendepunkt andert sich die Art der Kurvenkr immung. Die Kurve geht dort von
einer Links- in eine Rechtskurve Uber oder umgekehrt.
Die Bedingung lautet:

%), 0 und ) =0 und %), O

17.9 Sattelpunkt / Terassenpunkt

Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit waagrechter Tangente. Die hinr eichende Bedingung
lautet daher:

%) =0 =0 %), 0
17.10 Konvexit atsbereiche
Die 2.Ableitung y%°= f9{x) bestimmt das Kriimmungs-V erhalten der Funktion:

y9= f99x) > 0 : Linkskr immung (konvexe Krimmung)
y%= f%x) < 0 : Rechtskrimmung (konkave Krimmung)
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18 AUSGLEICHSRECHNUNG

18 Ausgleichsrechnung

18.1 Ausgleichs- oder Regressionskurven

Bestimmung der Parameter a; b; c;::: einer Kurvengleichung mit Hilfe des GausschenNor -

malsystems:
0 1
a
AT A %‘? E: AT y
Matrix A:

1. Spalte: Faktoren von a(X-Positionen an denen gemessenwur de)
2. Spalte: Faktoren von b (1:0)

Vektor ¥:
GemesseneY-Werte an den X-Positionen

18.2 Beispiel
Kurventyp: Matrix A:

o 0 1
Gerademit y = mx+ q 10 1:0
Messwerte: A=820 1:OE

3.0 1.0
x| 10| 20| 3.0
y: 1 048] 1.02| 1.43
Gleichungssystem Vektor y:

g 0 1

%0:48 = 1.0 m+10 q 0:48

§1:02 = 20 m+10 ¢ y = RB1.02

- 1143 = 30 m+10 ¢ 1:43
Normalsystem:

!
AT A 'g = AT y
' B10 10 ! ' B o8 &
1.0 20 30 %2:0 1:OE m _ 1.0 20 30 1:02E
1.0 1.0 10 30 l:OI q | 1.0 I1:0 1.0 1:43
140 60 m _ 681
6:0 30 q 293
LOsung: ! !
et 140 60681 _ 1 00475 ) m = 0:475
60 30293 =~ 0 1]|0027 g= 0:027
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19 INTERPOLATIONSPOLYNOME

19

Interpolationspolynome

Problem: Von einer unbekannten Funktion (Kurve) sind n+ 1 Kurvenpunkte (Stitzpunkte)
bekannt.

Polynomansatz (Interpolationspolynom n-ten Grades):

Y= a9+ ax+ ax?+ i+ agX"

19.1 Beispiel
Messwerte: Matrix A:
0 1
x:110]20|3.0]|4.0 1.0 1.0 10 10
y:120|10| 30|20 A= 1.0 20 40
0 30 90 270
Gleichungssystem 4.0 160 640

Bt a
ot a
dta
Qo+t a

1.0+a 1:0°+a 10° = 20 Vektor y: L
20+a 2:0°+a 20° = 10 ig
30+a& 30%+a 308 = 30 =B
40+a 40°P+a 40° = 20

A a=y
0 1
120
rref(Ajy) ) a= é} lGSE
5 T
Naeherungsfunktlon
Punkte +
4 """""""""""""""""""""""""""" """"""""" =
3 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
>
2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
1 - NG N —
0

Abbildung 2: Plot der Naherungsfunktion und der Messpunkte
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21 KOORDINA TENDARSTELLUNG

20 Elementare Vektoroperationen

20.1 Gesetze

Kommutativgesetz: a+b=a+b
Assoziativgesetz: (a+ D)+ ec=a+ (b+ ¢
Nullvektor: a+0=a

Kehrwert: a+( @ =0

Subtraktion: a BD=a+ ( D)

20.2 Lineare Abh angigkeit

Linear abhangig heisst, dur ch eine Linearkombination des/ der anderen Vektors / Vektoren
ausdrickbar.

gDlinear unabhangig, xa+yb=0Onurfirx=y=0

& Dlinear abhangig ) &b parallel zu einer Gerade

ab;clinear unabhangig, xa+yb+ze=0nur flirx=y=2z=0
ab;clinear abhangig ) & b;¢cparallel zu einer Ebene

Vier Vektoren in einem Raum R® sind immer linear abhangig.

20.3 Dreiecksungleichung
j§ @t
21 Koordinatendarstellung

21.1 Lange/ Betrag eines Vektors

q

Betragvon v: jvj = Vg + V§ + V2 TI-89:  norm(v)

21.2 Einheitsvektor

Vektor mit Richtung von vund Lange 1:

Einheitsvektor von v = — TI-89:  unitV(v)

!
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22 SKALARPRODUKT

22 Skalarprodukt TI-89:  dotp(a,b)

Zeichen Bescheibung
I Zwischenwinkel von aund B

a b=jg jHicos! = aby+ aby +ab,

ab
cos! = ——
ja o
22.1 Gesetze
Kommutativgesetz: a D=0 a
Assoziativgesetz:a (B ¢), (a b) ¢
Distributivgesetz: a (b+¢€)=a b+a ¢
Betrag: a a= j&?
22.2 Orthogonalprojektion
b
Ba

a

Abbildung 3: Orthogonalpr ojektion

B3] = jBj cos!
Ba = gﬁa
=]
ab
cos! = ——
s
Spezialfall
ab=0, a’b wenna, O;b, 0
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23 GERADEN

23 Geraden
23.1 Parameterdarstellung
g:O!X=O!A+tg t2R
0O 1.0 1 O

HERELE

z & 0z

23.2 Gegenseitige Lage zweier Geraden g und h

Zeichen Bescheibung

g;h Geraden

;N Richtungsvektorender Geraden
A;B Punkte auf g bzw. h

zusammenfallend
gkn,A2h
parallel
gkh,A<h

fi= g
schneiden sich
g\ h=fSgg, h

| | |
Fir OS= OA +tg= OB+ shisind sund t eindeutig bestimmbar.

windschief
g, B, kein Schnittpunkt

| |
Fiur OA + tg = OB + sh gibt eskeine Losung.
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23 GERADEN

23.3 Geschlossene Vektorkette

Gesucht
Welchen Anteil von CE macht CFaus, bzw. BFvon BD.

Losung
GeschlosseneVektorkette mit Basisvektoren ausdriicken.

| | |
BF+ CF+ FB=10
Basisvektoren bestimmen

AB=a

AC=0

\ektorketten anhand Basisvektoren ausdriicken
BC= athb

(I‘JF=XCIZE=X(%a D)
FB=y DB=y (@ £ b
) a+b+x 1 a x b+ty a y

a(1+:—Lx+y)+b a x gy)z
| z } | {z ™}

=0 =0

Daraus ergibt sich ein lineares gleichungssystem aus welchen x und y berechnet werden
kénnen (x = 3,y = 2).
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24 EBENE

24 Ebene

24.1 Parameterdarstellung

E

Abbildung 4: Ebenemit Parameterdarstellung

| |
E:OX = OA + st + tw St2R

0 1 0 1 0 1 0 1
X AX UX VX
E:RY E: Ay E+ s%uy E+t%vy E
Z AZ Uz VZ

24.2 Ebenengleichung

Zeichen Bescheibung

1 Normalenrichtung

I I I
AX A=0 , OX n OA n=0

NyX+nyy+n,z=d

Fur d=0: Ebenegeht durch (0,0,0)
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24 EBENE

24.3 Winkel zwischen Geraden gund Ebene E

Zeichen Bescheibung
Neigungswinkel von ggegenE
B [0

E

s

Abbildung 5: Winkel zwischen Geraden gund EbeneE

n g

= cos'

ini jgi

24.4 Schnittwinkel zweier Ebenen

Abbildung 6: Winkel zwischen EbeneE; und EbeneE;

A1 N2

COS = ———
R )Rz
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24 EBENE

24.5 Abstand Punkt - Ebene

Zeichen Bescheibung
a Abstand der EbeneE zum Punkt P
P Punkt mit Abstand azur Ebene
A beliebiger Punkt auf der Ebene
n Normalenvektor der Ebene

Abbildung 7: Abstand Punkt - Ebene

!
aist die Orthogonalpr ojektion von AP auf n
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25 VEKTORPRODUKT (KREUZPRODUKT)

25 Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

TI-89:  crossP(a,b)

Abbildung 8: Vektorpr odukt (Kreuzprodukt)
0 1
ayb; agby e & &
v=a Db=RBab ab, B=det & a &
akby  ayby b by b
Flachedesvon & b aufgespannten Parallelogramms = jvj:
M=ja B=jd b sin!
Spezialfall

Ist das Vektorpr odukt gleich 0, so sind die Vektoren aund b parallel:

a Bb=0) akb

25.1 Abstand einer Gerade g zu einem Punkt P

JAP g
igi

|
d=d(P,g) = jAPjsin =

25.2 Schnittgerade zweier Ebenen

Zeichen Bescheibung
g Richtung der Schnittgeraden g
11 Normalenvektor der Ebenel E;
n,  Normalenvektor der Ebene2 E,

gkny n

25.3 Gesetzeflr Vektorprodukte

antikommutativ: a b= b a
im allgemeinen: (@ B) €, a (O ©

distributiv: a (B+e)=a bB+a ¢
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26 SPATPRODUKT (GEMISCHTESPRODUKT)

26 Spatprodukt (Gemischtes Produkt)

Abbildung 9: Spatprodukt

Grund ache
A=ja b

Hohe
(a b e

ja o

h=jg cos! = = Orthogonalpr ojektion von caufa B

Volumen
V=A h=[abe=(@a D ¢

26.1 Spatprodukt mit Koordinaten

[abel=(a D) e=a(byc, b))+ a(bcc  bec)+ a(bey, byc)

[&B;€] = det

2L P
FEF
© 9

26.2 Gesetzeflr Spatprodukt

Zyklisch vertauschen: (g B;€) = (B;€;a) = (¢, D)
Zwei vertauschen: (aB;c) = (b;&¢)
(abe+ d) = (b e+ (aD;d)

26.3 Aquivalente Aussagen

" [aBe =0 ~ ab;elin. abhangig

" ab;cparallel zu Ebene
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26 SPATPRODUKT (GEMISCHTESPRODUKT)

26.4 Abstand zweier windschiefer Geraden

Tip: Ebenen

Abbildung 10: Abstand zweier windschiefer Geraden

Zeichen Bescheibung

g;h Geraden
¢;f Richtungsvektorenvon g und h
G;H Punkte auf gund h
E;F Parallele Ebenendurchgund h
d Abstand der Geradeng, h bzw. der EbenenE, F
Go;Hg  Fusspunkte

Fusspunkte

I
GoHoZ Ho G(): H+s nh (G+t g)
!
GoHg kg h
! | . .
GoHo = ng) 3Gleichungen, 3 Unbestimmte s,t,

Go=G+t g Ho=H+s h
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27 MATRIZEN

27 Matrizen

27.1 Matrizen Theorie
27.1.1 De nitionen

Dimension: m n (m: Zeilenzahl, n: Spaltenzahl)

Transponierte AT: af = g;

Diagonalmatrix: d; (Ofur i, ]

Einheitsmatrix: g; = é,wenn =1
,wenni, |j

Symmetrisch: A = AT

Schiefsymmetrisch: A = AT

Spur: Summe der Diagonalelemente: Sp(A) = ag1 + a2+ ::: + &

Rang: Anzahl linear unabhangiger Zeilen

Orthogonale Matrizen: O, GI,(R);A 1=AT;A AT=E=AT A

27.1.2 Operationen

Addition von Matrizen:
Komponentenweise:

Multiplikation von Matrizen:

xXo
(AB)ij = (A)ik(B)x;
k=1

Ist A einem n - Matrix und B eine n p - Matrix dann ist die Produktmatrix C eine
m p- Matrix. Das Element ¢, also das Element in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der
Produktmatrix berechnet sich aus dem Skalarprodukt der i-ten Zeile von A und der j-ten
Spaltevon B.

P,

Oall L an & 0 1 9 1Alj(B)JI STRRETTRNRTTRr
S S %bll b i by E :
A B=H:: 0o S A S S
S S by it b 34
8m1 ot 5 S

Skalare Multiplikation:

CA = ckajjk = kcajk

Weitere Regeln:

A=k ajk
A B= kajk khjkz ka,-j bijk
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27 MATRIZEN

27.1.3 Eigenschaften der Matrixoperationen

Regeln der Addition

1. A+ (B+ C)= (A + B)+ C[Assoziativgesetz]
2. A + B= B+ A [Kommutativgesetz]
3A+0=A=0+A

I kommutativedMonoid (Struktur mit Regel1-3)

Regeln der Negation

4.A A=0

I kommutativeGruppe(Struktur mit Regeln 1-4)
Regeln der Multiplikation mit Skalaren

5.r(sA) = (rs)A
6.1A=A

Vertraglichkeitsregeln zwischen Addition und Multiplikation —mit Skalaren
7.r(A+B)=rA+1B

8.(rt+s)A=rA +sA
I Vektorraum(Struktur mit Regeln 1-8)

Regeln der Multiplikation

9.A B C)=(A B) C
100A E=A=E A
I Monoid (Struktur mit Regeln 9+10)

Vertraglichkeitsregeln zwischen Addition und Multiplikation

11.A B+C)=(A B)+(A C)
12.B+C) A=(B A)+(C A)
I Ring (Struktur mit Regeln1-4+ 9-12)

Vertraglichkeitsregeln zwischen Multiplikation  mit Skalaren und Multiplikation

13.r(A B)=(rA) B=A (rB)

I Algebra(Struktur mit Regeln1-13)
Vertraglichkeitsregeln zwischen Transponieren und den Grundoperationen
14.0"=0

15.E"=E

16. (A)NHT = A

17.(A+B)T= AT+ BT

18. (fA)T = rAT

19.(A B)" = BT AT Achtung: A und B vertauscht!
Regeln der Potenz

20. A" AS= AT*S

21. (A" = A'S

Regeln der Inversen
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27 MATRIZEN

22.Zu A, 0gibt esein Inverses
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27 MATRIZEN

27.2 Inverse einer Matrix
Ist A eine regulare Matrix, so hat sie auch eine Inverse. Ein Matrix A heisstregular, wenn

a;; a2
1 a2

In Worten: Die Systemdeterminante der quadratischen Matrix ist ungleich 0.

Eine Matrix hat eine Inverse, wenn (aquivalente Aussagen):
" A lexistiert

" Rang(A) = n

~

Ax = B hat fir jedenBgenau eine Lésung x= A B

Ein Matrix A multipliziert mit ihrer Inversen A ! ergibt die Einheitsmatrix E.
A Al=E
Die Inversen einer Matrix kénnen wie folgt berechnetwerden.
b " 1 4 b
_ a 1_
A= ¢ d AT e ¢ oa
2 3
2333 32 d3dg2 Aodg3 A3 32
3 3831 183 183 A3l A1 A3
Q1 G2 A3 1 21832 @odg1 A28 A8 182 @@
A=H a1 & &3 ! =
a11(3p2%e3  &3de2) @2(@p18e3  Spads1) * Aix(@id2  &2ds1)

&1 &2 B3

Dies kann dur ch die Erweiterung mit der Einheitsmatrix errechnetwerden. Die quadratische
Matrix mit der gleichdimensionale Einheitsmatrix erweitern und mit dem Gaussalgorithmus

dur chrechnen. 2 3
a1 a2 a3 1 0 0

A=Ba a2 &3 01 0 %
@1 a2 a3 0 01

Nach dem Gaussalgorithmus ist die Einheitsmatrix auf der linken Seiteund die rechte Seite
entspricht der inversen Matrix.
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27 MATRIZEN

27.3 Diagonalisierbarkeit

Einen n Matrix heisstdiagonalisierbar, wenn siein der Form

A=PDP !

geschriebenwerden kann.

D: n n Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A als Eintr age.
P: Invertierbaren n Matrix bestehendaus den Eigenvektoren der Eigenwerte in D

D=P AP

>
N
|

PDF{; pDP l=pp?p!?
E

AT PD™p 1
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27 MATRIZEN

27.4 Pivotstrategie

27.5 LR-Zerlegung

27.6 Beispiele

27.6.1 Leslie Matrix (Populationsmatrix)

Die Leslie Matrix wir d zur Berechnung der Bevdlkerungsentwicklung gebraucht.

Voraussetzungen:

- Eswerden nur Weibchen aus der Population betrachtet
- Die Population ist in drei Altersgr uppen unterteilt

- Essind Anfangswerte flr die Population vorhanden.

Zeichen Bescheibung
P; Uberlebensrateflr die Altersgr uppe i

'Fi Geburtenrate fir die Altersgr uppe i

x®  Vektor der Anzahl WeibchennachAltersklassen
nach k Perioden

xi(k) Anzahl Weibchen in der Altersklasse i nach k

Perioden
0 1
_ x®
W = B

x(lk) = K x(k D4 F, x(k Dy Fs3 x(k D

X(zk) = P, X(k 1)

® _ (k 1)

Xg' = P, X5

Daraus Folgt die Matrizenschreibweise (Leslie Matrix):

0 1 0 1
Xg? T o R g; Y
xX E=HP1 0 0 x b
x§<) 0 P x
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27 MATRIZEN

27.6.2 Input-Output-Modell  von Leontie

Das Systembestehtaus folgenden Teilen:

Zeichen Bescheibung

x Bruttopr oduktionsvektor

E Einheitsmatrix in der Dimension der Produk-

tionsverbrauchsmatrix

d Nachfragevektor

N  Nettopr oduktionsmatrix
N x = Nettopr oduktionsvektor
V
X

Produktionsverbrauchsmatrix

\Y = Produktionsverbrauchsvektor

Um die Abhangigkeiten der verschiedenen Sektoren aufzuzeigen, braucht man eine Input-
Output Matrix. JederSpaltewir d ein Sektordes Systemszugeordnet. Diese Spaltebeschreibt
den Output des Sektors. Hier der Aufbau einer typischen Input-Output Matrix.

aus aus aus

‘ Sektorl Sektor2 Sektor3
Sektor 1 verbraucht einen Input von 0.02 0.23 0.08
Sektor 2 verbraucht einen Input von 0.15 0.02 0.05
Sektor 3 verbraucht einen Input von 0.01 0.01 0.01

Die zugehdrige Matrix V ware aus diesem System (Vorsicht: transformieren!) :

0 0:.02 0:15 0.01 x
V= %0:23 0:02 0:.01 E

0:08 0:.05 001

Diese Matrix V ist also die Input-Output Matrix des Systems. Diese driickt aus wieviel
Output von jedem Sektorvon einem anderen Sektor verbraucht wur de. Ein Teil desOutputs
wir d aber flir den Konsumenten gebraucht. Diese Nachfrage des Konsumenten wird in der

Matrix (Vektor) @ geschrieben.

2 Nachfrage Sektor1 &
a= %Nachfrage Sektor 2 E
Nachfrage Sektor 3
Nettoprodution (Nachfrage)
x V x=4
Nettoproduktionsmatrix N
N=E V
Nettopr oduktion soll / muss gleich der Nachfrage sein:
N x=4a
Zusammenstellung der Gesetze:

E x V x=4d
(E V) x=d
x=(E V)!a
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27 MATRIZEN

27.6.3 Stochastische Matrizen (Ubergange)

StochastischeMatrizen sind Ubergangsmatrizen, die angeben wie sich ein Grossenvektor
von einem Zeitpunkt zum nachstenandert.

Zeichen Bescheibung
M  StochastischeMatrix
Ao; By Anfangsbestandein A und B
A1;B; Bestndein A und B nach einer Periode
Ai;B; Bestindein A und B nacht Perioden
t Anzahl Perioden

Ao _ A
M B = B
! !
Ao At

M? =
Bo Bt

Folgende Rechnung besagt, dass 15%von A nach B Ubergehen wahrend 3% von B nach A
wechseln. Die Ausgangswerte waren: Ag = 500und Bp = 200.

von von I

A B ) M= 0:85 0:.03

nach A [0.85 0.03 0:15 0:97
nach B ‘ 0.15 0.97

! ! !
085 0.03 500 _ 446
015 0:97 200 _ 754

Folglich ist der neue Bestand nach einer Periode: A; = 446und B; = 754.

27.6.4 Inzidenz Matrizen (Beziehungen)

Inzidenz Matrizen sind Beziehungsmatrizen, die Beziehungenzwischen Dingen oder Parteien
angeben. Zeilen und Spaltenreprasentieren die Parteien. Bestehteine Beziehung wir d eine
1 sonsteine 0in die Matrix eingetragen.

N2
P
<P

w
w
w

Beziehungen Uber eine Strecke: A =

Beziehungen tiber zwei StreckenA? =

(SIOITOoT P - (GO P
ORFrR PP RFPLOOO
YD T
(SOOI P - (GO P
O ONNPFEFLFOO
YD T
(G000 P (POOTToTTeo

NNNWRRFPPFPO

DT X

OFrR R RPFPROOO
OFr RFRFRPFPOOO
WO OOOr kP
O ONNPFEFOO
NNOOOOREF
NNOOOOREF
NN WNRFRPFPOPR
NWNNRFORPRP
WNNNOR R,
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27 MATRIZEN

27.6.5 Stromkreise

Aufgr und der Kirchho schenGesetzekdnnen Strome in Schaltkreisenberechnetwerden.

Zeichen Bescheibung
T Stromvektor

U Spannungsvektor
A Wiederstandsmatrix

O h+4 1,+2 I3
21, 4 1,+0 I3

30 rechteMasche
0 linke Masche

11;+11, 113 = 0 Knoten A
In Matrizenschreibweise:
A T=0
0 10 1 0 1
0O 4 2 I 30
2 4 0 %2 =80
1 1 1 I3 0

-
~—

m N#=
w—j>>
-t
I
> a
-
a

m
-t
I
>
-
a

Mathematik Formelsammlung Seite55 ZHW



28 DETERMINANTEN

28 Determinanten

28.1 De nition

Skalar, der Informationen Uber eine Matrix gibt (z.B. Uber Invertierbarkeit).
Nur fur quadratische Matrizen de niert.

28.2 Determinante einer 2 2 Matrix

a;; a2
D =detA, 5= = & a
22 a1 a0 1182 112

28.3 Determinante einer 3 3 Matrix

a1l &2 A3
D=detAs 3= @1 a2 &3
31 a2 B3

Entwicklung nach erster Zeile:
D = aj1(aoae3  p3ae2) ar2(d1ds3  psdsy) + &3(@idsz  32ds1)

Regelvon Sarrus:

D = a113p0833 + Q10803831 + Q1331832 A118p38R2 2801333 A3802331

28.4 Regeln
Qn

" Ist A eine dreiecksformige Matrix: detA = "~ ., & = &1 &2 i 8nn

~

Entsteht B dur ch Austausch zweier Zeilen in A: detB= detA

Entsteht B dur ch Skalierung einer Zeile von A mit k: detB =k detA

~

Entsteht B dur ch Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile: detB =
det A

28.5 Eigenschaften

~ Aistinvertierbar , detA, O
" det(AB) = detA detB

® detAT = detA

Alistinvertierbar ) detA = 5%

" detA, det(rref(A))
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28 DETERMINANTEN

28.6 Cramersche Regel

Erklarung der CramerschenRegelanhand einesLinearen Gleichungssystemsmit zwei Vari-
ablen.

X+ apy=b

Q1X + 3y = by

Um ein Gleichungssystem mit der Cramerschen Regeln zu berechnen, bendtigt man die
Systemdeterminante und die Variablendeterminanten:

a1 a . .

Dy = 1 %2 | system-oder Koe zientendeterminante
1 &2
by a .

D;= 1 2 | 1. Determinante
b a2

D, = a1 by

2. Determinante
a1 b

Um die Variablen-Determinante zu bestimmen, kann einfach der Variablen-Vektor
mit dem Ldsungsvektor ersetzt werden.

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann eindeutig |6sbar, wenn die Systemdetermi-
nante Dy, Oist:

Losung x: x = g+
Losungy: y = 3—3

Losungsdiskussion eines Gleichungssystem mit der CramerschenRegel:

| Voraussetzungen
1Ldsung Dy, O
1 -Loésungen | DN =0und D;=0und D=0
Keine Losung | Dy =0und (D1, OoderD,, 0)

Fir Dy = Ogilt: Koe zientendeterminante ist nicht invertierbar.
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29 LINEARE GLEICHNUNGSSYSTEME

29 Lineare Gleichnungssysteme

29.1 Gaussverfahren

Ziel: Matrix auf die reduzierte Dreiecksform (RREF)zu bringen.
Operationen

" Vertauschenvon Gleichungen (Zeilen/Spalten)

" Addier en eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung

Rechenaufwand

3 . .
I +n? J wesentliche Operationen

29.2 Vertraglichkeitsbedingung
29.3 Eigenschaften

"~ freie Parameter. Spalten,die in der RREFkein Pivotelement haben

" Rang(A) (rank):
= Anzahl Nicht Nullzeilen in der RREF
= Anzahl Pivotelemente in der RREF
= Anzahl Grundvariablen
= Anzahl lin. unabhangiger Zeilen in A

" Null(A) (Rangdefekt, nullity) :
= Erganzung des Rangeszur Anzahl Spalten
= Anzahl freier Variablen

X= ll()+ 2(%)Z+:::+ dg) + I{Ze}

allg. Lsg. deshomogenen Gl. Syst. Inhomogenit at

Die Inhomogenit at ist eine Lésung des homogenen Gleichungssystem.
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29 LINEARE GLEICHNUNGSSYSTEME

29.4 Losbarkeit von Gleichungssystemen

Zeichen Bescheibung
n Anzahl Spalten der Matrix (= Anz. Unbes-
timmte) A
A Matrix A
x Unbestimmten Vektor

b Lodsungsvektor

Ein Gleichungssystemist l6sbar, wenn (aquivalente Aussagen):

A x = Dist konsistent (I6sbar)
" Rang(Ajb) = Rang(A)

" in rref(A) gibt eskeine Zeile, deren einziges nicht verschwindendes Element sichin der
letzten Spalte be ndet.

Rang(A) = n 1Lo6sung, 1 Unbestimmte
Rang(A) < n 1 Lo6sungen,Anzahl frei wahlbare Unbestimmte: n Rang(A)

29.4.1 Beispiel fur 1 Lodsungen:
0

Ajb = ao

Rang(A) = Rang(AjB) = 1<n) 1 Lésungen

copRr
oopr
oor
oor
X =

Frei wahlbare Variablen: x»; X3. (Anzahl = n - Rang(A))

X2 =
X3 =

X
0 1
X1
X = %Xz E:
X3
29.4.2 Beispiel fir keine Losung:

-

Rang(A), Rang(Ajb)) keine Losung

1 =

o

Jmm -
+
o
Jamm -

o

(oo ©
[ RS
-

+
@O+

B OoR

O -

w o R
Jamm)—

2
3
0

(@)
o Wk
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29 LINEARE GLEICHNUNGSSYSTEME

29.5 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

A x=D

29.6 Homogene lineare Gleichungssysteme

A x =0 (mit trivialer L6sung: X3 = X2 = ::Xp = 0)
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29 LINEARE GLEICHNUNGSSYSTEME

29.7 Beispiel

Losungen fur das Gleichungssystem:

4 my+z = 1
2Xx y+z = 3
mx y z =
Q 1 m 1 1 1
. 4 4 4
(AP =BO 2+m 1 5 E
0 4+m* 4 m|4p m
Fall 1: m= 2
0 1
R
(Ajpp=gBO 0 1 5
0 0 0|4(p+7)
Fall 1.1:p, 7
Keine Losung
Fall 1.2:p= 7 0,1 0 1
> 1
2
x = %l E+ % 0 E 2R
0 5
Fall 2:m, 2
9 1 m 1 1 1
n-Bo 1 :
0 O 2m+3)|{4p 6mM 10

Fall 2.1:m, 3
genau eine Loésung
Fall 222m= 3
Fall 2.2.1:p, 2
keine Losung

Fall 2.2.2:p= 2

X

2R

b
I
(WJO

= QLGN
oORr Pk

Zusammenfassend:

1Lo6sung: m, 2; 3;pbeliebig

keine Losung: (m= 2;p, 7)oder(m= 3;p, 2)
1 Losungen:(m=2;p= 7)oder(m= 3;p= 2)
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29 LINEARE GLEICHNUNGSSYSTEME

29.8 Losungsdiskussion mit RREF

RREF= reduced row echeolonform

Typ Gleichungssys, Anzahl Losungen

1 00 a

1. Typ 010 b% Eine Ldsung
50 01 cq
1 00 a

2. Typ 0 01 b% Keine Losung
50 0 0 13
1 00 a

3. Typ 011 b% Unendlich viele Losungender Form (a;b t;t) t2R
50 0 0 03
1 abl
EO 00 O% Unendlich viele Lésungender Form (1+ at bst;s) t;s2R
0 00O

Tip:

Um die Lésungsmengeeiner quadratischen Matrix zu bestimmen, berrechnetman am besten
die Systemdeterminante. Dur ch diese erhalt man sofort die systemkritischen Werte. Fir alle
Werte, welche die Determinante Null ergeben, hat das System genau eine Losung (Mehr
darlber im Abschnitt 28 Determinanten).
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30 UNTERRAUME, LINEARE ABHANGIGKEIT UND UNABH ANGIGKEIT

30

Unterr aume, lineare Abh angigkeit und Unabh angigkeit

30.1 De nitionen

Der R" ist der n-dimensionale Vektorraum der n  1-Matrizen (Spaltenvektoren)

Unter dem von S aufgespannten Unterraum UR(S) verstehenwir die Menge aller Vektoren
aus R", die Linearkombinationen der Vektoren u; :::;ty sind.

~

Der Nullraum 0ist ein Unterraum

Der Spaltenraum einerm n-Matrix A istein Unterraum, der von den Spaltenvektoren
von A erzeugt wir d. Er ist ein Unterraum von R™,

Der Zeilenraum einerm n - Matrix A ist ein Unterraum, der von den Zeilenvektor en
von A erzeugt wir d. Er ist ein Unterraum von R".

Der Kern einerm n - Matrix A ist derjenige Unterraum, der von A in den Nullraum
abgebildet wir d. Er bestehtaus den Losungsvektoren v des homogenen, linearen GLS

A v=0

Besitzt der Vektorraum V , 0 eine Basis bM): b@): ::::bM so heisstn die Dimension von
V, und man schreibt n = dim V.

Eine Basis von V ist die Menge von Vektorenvon V, die linear unabh angig sind und
V erzeugen.

30.2 Vektorr aume

Der Vektorraum< " ist ein n-Dimensionaler Raum. Ein Vektor ist einen 1-Matrix.

Xn

30.3 Unterr aume

Eine Teilmenge W von Vektoren aus R" ist ein Unterraum von R", wenn sie folgende Bedin-
gungen erfullt:

~

Der Nullvektor gehort zu W

" Mit & und v gehort auch o+ v zu W

~

Mit o gehort auch das skalare Vielfachec o zu W
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31 LINEARE ABBILDUNGEN

31 Lineare Abbildungen

Zeichen Bescheibung
x Vektor, der abgebildet wir d (Dimension: m)
y Bild von x (Dimension: n)
A Abbildungsmatrix (Dimension: m n)

y=A x

31.1 De nition

Fir lineare Abbildungen f:R"! R"gilt:

fa+b) = f(a) + (D) 8 ab2R"
fla= f@ 8 a2R"und 8 2R

Lineare Abbildungen beinhalten den Nullvektor:

Amn 0, 1=0q 1

Satz: Jedem n-Matrix beschribt eine lineare Abbildung von einem n-dimensionalen in
einen m-dimensionalen Vektorraum (Ap o : R"! R™).

In den Spaltender Matrix A stehendie Bilder der Basisvektoren.

31.2 Bild eines Vektors bei gegebenen Bildern der Basisvektoren

Zeichen Bescheibung
D;B, Basisvektoren

f(b,); f(B,) Bilder der Basisvektoren
a Vektor dessenBild gesuchtist

x;y  Faktoren fir By; B um aauszudricken

1. adur ch Basisvektoren ausdriicken:
a=x Bi+y b

2. Bild von aberechnen:

f@=fx Bi+y B)=x f@)+y (@)
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31 LINEARE ABBILDUNGEN

31.3 Spiegelung

Fur die Spiegelung an der x-Achse gilt ( = 0°):

x0= x
Y=y
Die zugehorige Re exionsmatrix lautet:
1 0
R= 0 1
Fir die Spiegelung an der y-Achse gilt ( = 90°:
x0= x
Y=y
Fir die Spiegelung an einer Geraden mit 45° zur x-Achse ( = 45°):
x0=y
yo=x

Da die Spiegelung in einem 2D - Koordiantensystem eigentlich der Drehung um 2
entspricht, kann diese auch dur ch die Rotationsmatrix ausgedriickt werden.

P = Ap

! ! !
PP cos2 sin2 Px
Py T sin2 cos2 Py

\y
\
g\ |*
\>—>
- e
€
\
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31 LINEARE ABBILDUNGEN

31.4 Rotation
31.4.1 2 Dimensional

Um einen Punkt P(x;y) um den Ursprung O um den Winkel zu drehen, kann man den
Punkt durch die Rotationsmatrix berechnen.

0

p- = Ap
! ! !
P cos sin Px
7 sin cos Py

31.4.2 3 Dimensional

Im 3 Dimensionalen Raum gibt esgrundsatzlich nur drei Drehungen. Diese gehen um die
Achsen des Koordinatensystems. Die zugehdérigen Rotationsmatrizen sind:

x-Achse y-Achse z-Achse

0 1 0 , 1 : 1
1 0 0 cos 0 sin cos sin O
Ry = %O cos sin E Ry = % 0 1 0 E R, = B.si cos 0 E
0 sin cos [ 1
31.5 Projektion
Esgibt folgende drei grundlegenden Projektionen:
1 ist die Projektion auf die xy-Ebene entlang der z-Achse (Grundriss).

» ist die Projektion auf die yz-Ebeneentlang der x-Achse (Aufriss).
3 ist die Projektion auf die xz-Ebeneentlang der y-Achse (Seitenriss).

Folgendessind die zugehoérigen Projektionsmatrizen:
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31 LINEARE ABBILDUNGEN

31.6 Scherung

31.6.1 Scherung parallel zur X-Achse

x% = x+mx
y o=y
!
1 m
S5 001
31.6.2 Scherung parallel zur Y-Achse
x° = x
yo = y+my
!
10
ST mo1
31.7 Zusammengesetzte Abbildungen
A:R" I RK
B:R¢ I R
B A:R" ! R™

Zusammengesetzte Abbildung B A wird durch Matrizenpr odukt BA dargestellit.
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32 EIGENWERTEUND EIGENVEKTOREN

32 Eigenwerte und Eigenvektoren

Zeichen Bescheibung
v Eigenvektor

A Abbildungsmatrix
Eigenwert

Die Existenz einer Fixgeraden durch O ist gleichbedeutend mit der Existenz eines Vektors
v, Ound einerreellenZahl , 0,sodassgilt:

Av= v

(A Elv=0

(@ ) x+bh y:o)
& X+ ) y=0

Ist diesder Fall, soheisst ein Eigenwertder Matrix A und v ein zu ihm gehdriger Eigenvektor

32.1 Berechnung von Eigenwerten

Aquivalente Aussagen

ist Eigenwert von A
" esgibt einenv, 0,sodassAv= v
" esgibt einenv, 0,sodass(A Elv=0
" (A E)ist nicht invertierbar
" dettA E)=0

ist Losung der charakteristischen Gleichung det(A E)=0

Die Eigenwertesind die Losungen der charakteristischen Gleichung

detA E)=0

32.2 Vielfachheit von Eigenwerten

Erscheint ein Eigenwert mehrmals als Losung der charakteristischen Gleichung, so spricht
man von der Vielfachheit (Multiplizit at) einesEigenwertes.

Ist Eigenwert von A, dann ist die Dimension des zugehérigen Eigenraums nicht grosser
als die Vielfachheit des Eigenwertes.
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32 EIGENWERTEUND EIGENVEKTOREN

32.3 Berechnung von Eigenvektoren

Aquivalente Aussagen

" wist Eigenvektor von A
" Av= wvmitv, O
(A E)y=0mit v, 0

" wliegt im Kern von (A E)

Der zum Eigenwert ; gehdrige Eigenvektor v ergibt sich als Losungsvektor deshomogenen
linearen Gleichungssystems

A BEvw=0

Eigenvektorenwerden Ublicherweise in der normierten Form angegeben.

32.4 Eigenschaften von Eigenwerten und Eigenvektoren

1. Die Spur (siehe27.1.1)der Matrix A ist gleich der Summe der Eigenwerte:
SpA)= 1+ 2+l g

2. Die Determinante von A ist gleich dem Produkt der Eigenwerte:
det(A)= 1 2 it n

3. Sind alle Eigenwerte voneinander verschieden, so gehort zu jedem Eigenwert genau ein
linear unabhangiger Eigenvektor.
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33 KOMPLEXE ZAHLEN

33 Komplexe Zahlen

33.1 Darstellung

Rectangular Polar Polar
Trigonometrisch Exponential
zZ=x+1iy z=r(cos' +isin') z=ré
33.2 Betrag
q
r=ijzj= x2+y? TI-89:  abs(x+yi)

33.3 Argument

1 y
arg(z) =" = arctan(7) TI-89:  angle(x+yi)

33.4 Konjugiert komplexe Zahl

NI
1
>

<

TI-89:  conj(x+yi)
33.5 Eulersche Formel

g = cosx + i sinx

33.6 Addition und Subtraktion

71 Zp=(Xpt+iyr) (Xe+iy2)=(Xe X2)+i(yr Y2)

21 =71 2
z+7Z=2x=2Rez
Z z=i2y=i2lmz

33.7 Multiplikation

Z; Zp=(Xp+iy1) (Xe+iy2) = (XiX2  Y1Y2) + i(X1y2 + X2Y1)

z 2= (x+iy)(x iy)=x*+y* =z
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33 KOMPLEXE ZAHLEN

33.8 Multiplikation in Polardarstellung

21 zp=1r1 rp(cos( 1+ ) +isin( 1+ 2)
2y z2=11 rp él172

33.9 Division

71 717
o 25 Z; 2P

33.10 Division in Polardarstellung
Z

- :—;(cos(' 1 ‘o) +isinC 1 ')

ﬂ_rlé_lzﬁé('l'z)
Z, 1@z rIp

33.11 Potenzieren

Z"=r"(cos' )+i sin(n'))=r" "

33.12 Gleichungen mit Potenzen

Z"=b (b2C;n2N)
Gegeben:
b=jb (cos +isin )
Gesucht:
2" = Md" =r"(cogn ')+i sin(n "))
joi(cos( +k 2 )+i sin( +k 2 ));k2Z

R—
r="jb=jz
Die Losungen der Gleichung z" = bliegen auf einem Kreis mit dem Radius r um 0.

Die Gleichung z" = b; (b2 C) besitzt genaun Lésungenin C. Diese bilden die Eckeneines
regularen n-Ecks:

p—. 2 P — 2 2
— n - - (ﬁ+kT): T o+ s + H — + = — PR
Z jbie jbijOS(n k - ) |S|n(n k - )g k=0;:5n 1
Trick: Um den erstenPunkt desn-Ecksauf dem Kreiseinzuzeichenen, kann man den Winkel

von aberechnenund durch n teilen. Dies ist der Winkel des ersten Punktes. Der Restergibt
sich von selbst.
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33 KOMPLEXE ZAHLEN

33.12.1 Quadratwurzel der komplexen Zahl
Gegeben:
Z=w
wW=u+iv

Gesucht: Alle Losungenvon z, wenn w nicht reell (v, 0)ist.
Losung: 0

1 _
X“= =( u2+v2+u)

2

1 P——
Y= 50 w2 )

daraus folgt:

X 1 P——
=2 = 2 4+ \2
X i 2( us+ v2+u)
r
y 1 P——
== Z( ut+v2 u
V=5 >( )
weil:
X Yy_Vv
Xyl i

folgt schlussendlich die Lésung der Gleichung z2 = w:
r r

1 P—— _ 1 P——
z; = 5( u2+v2+u)+|j%j E( u2+v2 u)
r P—— r P——
1 . 1
= ( E( u2+v2+u)+|j%j 5( u2+v2 u))
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33 KOMPLEXE ZAHLEN

33.13 Superposition mit komplexen Zahlen
Uberlagerung von gleichfrequenten Sinusschwingungen

fl(t) = X1 Aq sin(! t+' 1)
folt) =x2 = A sin(lt+'5)

Gesuchtist eine resultierende Schwingung mit der gleichen Frequenz:

ft) =x=x1+x2=A sin(lt+")

Reelle Form zur komplexen wandeln

X1 X9 = Aq eill ei!t
= Al ei!t

X2! Xo = A2 ei'2 ei”
= A2 ei”

Addition der komplexen Amplituden

A+ Ar
X1+ X2

Aei!t

Ix< [>
I

Komplexe Form in die reelle wandeln

X=X +X = Imx)=ImA &' YH=A sin(lt+")
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34 FUNKTIONEN MEHRERERVARIABLEN

34 Funktionen mehrerer Variablen

fo;y)=y? x?

NN
’ s‘t&‘\\:%*\*&\
SRR
o~

Abbildung 11: Funktion mit 2 Variablen

34.1 Berechnung der Tangentialebene

1. Partielle Ableitungen bilden:

fogy)=y? x°
f(x;y) = 2X
fy(xy) = 2y

2. Parameterdarstellung der Tangentialebene T in (Xo=Yo):

0 1 0 1 0 1 0 1
X Xo 1 0
z f(Xo; Yo) fx(Xo; Yo) fy(Xo; Yo)

3. Gleichung der Tangentialebene (s,t eliminieren):

X Xo
Y Yo

—+ 0
|

T(xy) = 2= f(Xo;Yo) + fx(Xo; Yo)(X  Xo) + fy(Xo; Yo)(Y  Yo)
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34 FUNKTIONEN MEHRERERVARIABLEN

34.2 Extrema
34.2.1 Erscheinungsorte von Extremalstellen

" Randpunkte

Menge der inneren Punkte, in welchen fy(x; y) oder fy(x; y) nicht existieren.

" Menge der inneren Punkte mit horizontaler Tangentialebene fy(x;y) = fy(x;y) = 0

34.2.2 Punkte im Inneren des De nitionsbereiches
Essei(Xo; Yo) ein Punkt im InnerendesDe nitionsber eichesmit horizontaler Tangentialebene.

De nition:

2
(X0; Yo) = fxy(Xo; Yo) fxx(Xo; Yo)  fyy(Xo; Yo)

Lokales Minimum:

(Xo;Yo) <O und fux(Xo; Yo) > O
Lokales Maximum:
(Xo;Y0) < O und fyx(Xo; Yo) < 0
Sattelpunkt:
(Xo0;¥0) > 0

Sattelpunkt oder lokales Extremum:

(Xo;¥0) = 0
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34 FUNKTIONEN MEHRERERVARIABLEN

34.3 Anwendung: Methode der kleinsten Quadrate

Zeichen Bescheibung
f(x) Funktion mit Parametern
n Anzahl gegebenerPunkte (z.B. Messwerte)
d¢ Vertikaler Abstand des k-ten Punktes zum
tatsachlichen Funktionswert

34.3.1 Fr einfache Funktionen

P
Gesucht: Funktion f(x) mit Parametern,dass:  |_; di minimal wir d.

1. Modell Funktion (aunbestimmt)
B=a v?

2. Summe der quadratischen Abstande von der Modellfunktion minimieren:

xXo

G@ = B a\/ﬁ2 Summe der Quadratischen Abst.
k=1
X

GYa) = 2 B avd) (V2 Ableitung
k=0
xXo

0 = 2 B¢ av) (V) Ableitung = 0bei Minimum

=0
n 2

=1 Bkv
a = 7Kk Nach a aufgeldst

n 4
k=1 Vk

34.3.2 Fr lineare Funktionen

1. Modell Funktion (Regressionsgerade mit a b unbestimmt)
f(x) = ax+b

2. Summe der quadratischen Abstande von der Modellfunktion:

Xo Xo ) Xo 5
=y fx)°=  w ax b°=g@b)
k=1 k=1 k=1

3. Minimum von g(a;b)

Pn Pn n
a= N =1 XkYk k=1 Xk k=1 Yk
- P P 2

n 2 n
N =1 X k=1 Xk

1
X
Yo @ XkE
k=1

k=1
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35 LINEARISIERUNG UND

DIFFERENTIAL

35 Linearisierung und Di erential

Differential
3 T T T T T T
| y = £
25t |
]S
15+ Y= t(X) 1
-
10 /_/l’/ |
. df
Bl |
e dx
o |
% 5 0 8 2 25 © 35 10 45
X0 X Xo + dX

35.1 Funktionen einer Variablen

Zeichen Bescheibung

f(x) Stetige Funktion, die linearisiert wird

t(x) Linearisierte Funktion (Tangente)
Xo Punkt, an dem die Funktionswerte von f und t
Ubereinstimmen f(xg) = t(Xo)

Linearisierte Funktion

y =t(x) = f(xo) + fAx0) (X xo)
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35 LINEARISIERUNG UND DIFFERENTIAL

Di erential

Zeichen Bescheibung

X =X X
f Di erenzder Funktionswerte
dx = x
df Di erenzder linearisierten Werte bei x und xg
" (dxX) Fehler

f=fxo+dx) fxo)

df = f9xo)dx

t@d)= f odf= f(xo+dX) f(xo) oxo)dx

"(dx)! Owenndx! O

35.1.1 Fehlerfortp anzung fur f(x)

Zeichen Bescheibung
X gemessenerWert
Xo wahrer Wert
X absoluter Fehler des Messwerts
f absoluter Fehler des Funktionswerts
dx = xfir sehrkleine x

X=X Xo

absoluter Fehler: = f(x) f(xo) f%xo) dx

relativer Fehler = absoluter Fehler _ df _ fAxo)dx f
~ wahrerWert ~ f ~ f(xo) -
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35 LINEARISIERUNG UND DIFFERENTIAL

35.2 Funktionen zweier Variablen

Zeichen Bescheibung
f(x;y) Stetige Funktion, die linearisiert wir d
t(x;y) Linearisierte Funktion (Tangentialebene)
Xo; Yo Punkt, an dem die Funktionswerte von f und t
Ubereinstimmen f(Xg; Yo) = t(Xo; Yo)

Linearisierte Funktion
z=1t(x;y) = f(Xo;¥o) + fx(Xo0;¥0) (X Xo)+ fy(Xo;yo) (Y Yo)

Di erential

Zeichen Bescheibung
X =X Xg
Yy =Y Yo
df Di erenz der linearisierten Werte bei x;y und
Xo; Yo
"( x; y) Fehler

df = fx(Xo; o) dx+ fy(Xo;yo) dy

"(x Y= fodf=1fXe+ Xyot+ Y) tXo+ Xiyot )

35.2.1 Fehlerfortp anzung fur f(x;y)

Absoluter Fehlervon f(x;y): jdfj=jfy dx+ fy, dyj jfyj jdx+jfyj jdyj

. df . . fx fy fx C oy fy Ly -
Relativer Fehlervon f(x;y): T = jd(In f)j = T dx + T dy T jaxj + T jdy;j
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35 LINEARISIERUNG UND DIFFERENTIAL

35.3 Funktionen dreier Variablen

Zeichen Bescheibung

f(x;y;z) Stetige Funktion, die linearisiert wir d

t(x;y;2z) Linearisierte Funktion (Tangentialebene)

Xo0;Yo;Zo Punkt, an dem die Funktionswerte von f und t
Ubereinstimmen f(Xo; Yo; o) = t(Xo; Yo; Zo)

Linearisierte Funktion
z=1t(x;y;2) = f(Xo; Yo;20) + fx(Xo; Yo, 20) (X Xo) + fy(Xo;Yo;20) (Y Yo)+ f2(Xo; Yo;20) (z 20)

Di erential

Zeichen Bescheibung

X =X Xo
y =Y Yo
zZ =z 29

df Di erenzder linearisierten Werte bei x; y; zund
Xo; Yo, Z0

"( X, y; 2 Fehler

df = fx(Xo; Yo;20) dx+ fy(Xo;Yo;Z0) dy+ f,(Xo;Yo;20) dz

"(xy, 2= f df=f(Xo+ X Yo+ ViZo+ 2) t(Xo+ X;Yot V;Zot+ 2)
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35 LINEARISIERUNG UND DIFFERENTIAL

35.4 Umrechnung von Koordinaten
35.4.1 Zylinderkoordinaten

f(x;v;20% g(r;'; 2= f(r cos’; r sin'; 2)

q

X = X(r'")=r cos'

y = yr")=r sin’
z = z
tan' = y
X

Volumenelement

dV =dxdydz=rdrd dz

35.4.2 Kugelkoordinaten

f(x;y;20$ g(r;#;,' )= f(r sin# cos'; r sin# sin'; r cos#)

q—
r = X2+ y2+22
X = X(rn#')=r sin# cos'
y = yr#'")=r sin# sin'
zZ = z(r;#," )=r cos#
tan' = J
X2+ 2
tan# = —— L

2

Volumenelement

dV = dxdy dz= r?sin# dr d# d
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36 GEBIETSINTEGRALE

36 Gebietsintegrale

Zeichen Bescheibung
G Gebietauf der Ebenex;y.
f(x;y) Funktion, die einen Kérper auf G beschreibt

a) G ist ein Rechteck begrenzt durch x1, X und ys, y»

G=1f(x;y)ix1 X X23y1 Y Y20

zz Z,"Z,, #
f(x; y)dxdy f(x; y)dx dy
G Y1 w5 X1
Z X2 Z Y2 #
f(x;y)dy dx

X1 Y1

b) G ist berandet von den Graphen zweier Funktionen g(x) und h(x)

G=f(x;y)ix1 x X0 Yy hXg

ZZ Z % vy 3
f(x; y)dxdy f(x; y)dy%dX
G X1 a(x)

c) G ist entspricht im Ganzen Bereich f(x;y) = 1
Z Z Z Z
ldxdy = dA
G

G

Entspricht dem Flacheninhalt des GebietesG (dA ist das Flachenelement).
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37 ROTATIONSKORPER

37 Rotationsk orper

V><

a D

Abbildung 12: Randkurve

2
7%
/’i'/;;"l
10
it

LR

Abbildung 13: Rotationskorper

Zeichen Bescheibung

M  Gesamtmasse

Xs X Position des Schwerpunktes
dv  Volumenscheibe

% Dichte des Materials (konstant)

Volumenberechnung:

Schwerpunktsberechnung:

M xs= X %dV= x %][f(x)]%dx

a a
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38 GRADIENT UND RICHTUNGSABLEITUNG

38 Gradient und Richtungsableitung

38.1 De nition

Richtungsableitung der Funktion f(x;y;z)im Punkt Pg(Xo; Yo; Zo) in Richtung desEinheitsvek-
torse= (e;e; &) (j§= 1)

f f
D)o = lim %9
i R

38.2 Spezialf alle

e=(10;0): (D00 f)(Po) = fx(Xo; Yo; Zo)
e=(0;1,0): (D0 f)(Po) = fy(Xo; Yo; 20)
e=(0;0;1):  (D(oo)f)(Po) = fz(Xo; Yo; z0)

38.3 Berechnung mit linearer Approximation
fxy;2) txy;2)

= f(Xo; Yo; 20) + fx(Xo; Yo; 20)(X  Xo) + fy(Xo; Yo;Z0)(Y VYo) + fz(Xo; Yo;20)(z  z0)

f(Xo + he;;yo + he;zo+ hey)  t(xo + he;yo + he;zo + hey)
= f(Xo; Yo 20) + fx(Xo; Yo; Zo)he, + fy(Xo; Yo; Zo)he + f2(Xo; Yo; Zo)hes

38.4 Ableitung von fin Richtung e(emit Lange 1)

fx(Xo; Yo; o)
(Def)(Xo; Yo; 20) = a fy(Xo; Yo; Zo) E a (Skalarprodukt)

fz(Xo yo, Zo)

5f

38.5 Gradient einer Funktion

gradf = 5f = (f; fy; f,)
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38 GRADIENT UND RICHTUNGSABLEITUNG

38.6 Richtungsableitung eines Skalarfeldes

Zeichen Bescheibung
U Funktion von Raumkoordinaten f(x;y;z)
a Richtung der Ableitung
Po Punkt an dem abgeleitet wir d
i Normalenvektor. Senkrecht zur Ober ache,
durch Punkt Pg

Niveauflache

Die Richtungsableitung @®) ist gin Mass fiir die Ander ung des Funktionswertes U (Pg) in
Richtung a(um eine Langeneinheit).

@JgO):rU(PO) %:% ru(Ppy) a

Um die maximale Anderung von f zu bestimmen, wir d in Richtung des n abgeleitet. Der
Normalenvektor der Tangentialebenedes Punktes Py entspricht dabei r U (P).

1 =r U(Pp)
Daraus folgt die vereinfachte Form fiir die maximale Ander ung:

e r U(Po)
M jr U(Po)]
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39 FEHLERBERECHNUNG MIT GRADIENT

39 Fehlerberechnung mit Gradient

Zeichen Bescheibung

f Maximalfehler der Funktion
5f Gradient der Funktion
jdfj Di erential

39.1 De nition

Der maximale Fehler lasst sich aus dem Gradienten und dem Di erential (Vektor) einer
Funktion ermitteln.

f=5f jdfj
39.2 Beispiel

Gegeben: Ortsvektor x, Di erentialvektor jdfj.

! !
_ 3 e 01
X= 4 A= 45

Gesucht: Der Ortsvektor wur de ungenau gezeichnet(gemassAngaben). Wie wirkt sich das
schlimmstenfalls auf den Winkel

aus, welchen der Vektor mit der x-Achse bildet?
Losung: Zuerst die Funktion f(x;y) die den Winkel

beschribt ermitteln:
I
X

= f(x;y) = arctan ;

Danach mit der De nition weiterfahr en:

o y 1 ! !
-5t jatj= B 7 B jatj= 81% - 0O4ad= 2:3°
X2+y2 .

e
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40 IMPLIZITE DIFFERENTIATION

40 Implizite Di erentiation

(5F)(Po)

»
»

Abbildung 14:Implizites Di erenzieren

40.1 Implizite Form
Niveaulinie mit c= 0:

F(x;y)=0
40.2 Tangentensteigung

Tangentensteigung im Punkt Po(Xo; Yo):

Fx(Xo; Yo)

F, (X1 Y0) (Fy(x0; ¥o) , 0)

yO(Xo) =
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41 Di erenzialgleichungen (DGL)

41.1 Aligemein

Eine DGL |dsenheisst, zu einem gegebenenRichtungsfeld die Lésungskurven suchen.

41.2 De nitionen

" Isoklinen : Kurven die alle Punkte mit gleicher Steigung verbinden in einem Rich-
tungsfeld. y°=" (x;y) = ¢ = konstant

" Lineare DGL 1. Ordnung : y%+ p(x)y = q(x) mit p(x);q(x): stetige Funktionen. Fir
g(x) = 0: homogen, sonstinhomogen.

Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koe zienten: y%+ a;y°+ ayy = q(x) mit
g(x): stetige Funktion, ap;a;: konstante Koe zienten. Fur g(x) = 0: homogen, sonst
inhomogen.

41.3 Superpositionsprinzip

Zeichen Bescheibung
p(x) stetige Funktion
P(x) Stammfunktion von p(x)
q(x) stetige (Stor-) Funktion
yn allgemeine Lésung der homogenen DGL
ys spezielle (irgendeine beliebige) Losung der in-
homogenen DGL
y allgemeine L6sung der inhomogenen DGL

Inhomogene DGL 1. Ordnung:
y° = p(x)y + g(x)

Allgemeine Ldsung der homogenen DGL y° = p(x)y:

yn=C &

Superpositionsprinzip:
Y=YntYs
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.4 Lineare homogene DGL 1. Ordnung: Ldsen mit Isoklinenmethode

Loseneiner Di erentialgleichung mit der Isoklinenmethode.

41.4.1 Beispiel
DGL
yo= (x+y)?
1. Isoklinen bestimmen
x+y)? = c 0
X+y = C
y o_
y = X c

2. Einzeichnen einiger Isoklinen und der Anfangsbedingung ins Koordinatensystem. Beschriften
mit der dazugehdrigen Steigung.

3. Halbieren der entstandenen Streifen zwischen den Isoklinen.
4. Angen aherte Losung ist ein Polygonzug mit Erfillung der Anfangsbedingung.

Isoklinen

c=0.2
Lésungskune

c=C

<Y

Abbildung 15: Isoklinenmethode
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.5 Lineare homogene DGL 1. Ordnung: L&sendurch Trennung der Variablen

DGL
yo+px) y=0
Losung R
y=C e P& (C2R)
41.5.1 Beispiel
DGL
y’ y=0
1. Trennung der beiden Variablen
Yoy =
y =
dy _
ax y
d
LA dx
y
2. Integration auf beiden Seiten
z z
d
A dx
y
Injyj = x+C;

3. Au 0Osung nachy, falls moglich (Gleichung vom Typ Fi(y) = F2(X))

jyj = &«

o= Ci é(

M= g
C

y = Co &

TI-89:  deSolve(y'=y,t,y)

TI-89: deSolve(y'=y and y(0)=2,ty)
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.6 Lineare homogene DGL 1. Ordnung: Ldsen mit Reihenansatz

41.6.1 Beispiel
DGL

y’ y=0
Anfangsbedingung

y@0)=1

Gesuchtist eine Funktion y = f(x) die die DGL und die Anfangsbedinung erflllt.
Ansatz fur die Losungsfunktion:

X
y=f(x)= a xXXza+a x+ta XPta X+
k=0
X
V=19 ka xX'za+2 a x+3 a xX>+4 a X+
k=1
X
) 0 f)=(u a)+(2 & a) x+(@3 a+a) X*+ = (ka a1 X’
k=1

fox) f(x) = Ofiir 8 x

X
o 2y
U A

- =0
) ka a1=0
Durch die Anfangsbedinung f(0)= 1folgt f(0)=ay =1

&1 _ %

&~ W Tk

Das ermittelte & kann jetzt in die Ausgangsformel eingesetztwerden:

X
f= o=

k=0

=~
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.7 Lineare inhomogene DGL 1. Ordnung: Losennach Lagrange

Methode der Variation der Konstanten (nach Lagrange)

Zeichen Bescheibung

p(x) stetige Funktion

P(x) Stammfunktion von p(x)

qx) stetige (Stdr-) Funktion
yn allgemeine Lésung der homogenen DGL
ys beliebige L6sung der inhomogenen DGL
C Integrationskonstante

C(x) Funktion zur Variation der Konstante C

Inhomogene DGL.:
y°+ p()y = q(x)

Allgemeine L6sung der homogenen DGL.:
yh=C eP®¥W=C e RIO(X)dx
Anstelle der Konstanten C wir d eine noch unbekannte Funktion C(x) eingefihrt:
ys=C(x) e "W =Cxx) e " ptn
Dieser Ansatz wir d jetzt in die DGL eingesetzt:

y2+ pX)ys = o(x)

Cx) eP¥+Cix)  px) e"M+px) C(x) e ) = g
| {z } | {z }

y2 Ys
o e = g
A = qx) €

C(x) kann jetzt durch Integration bestimmt werden.
Z Z
Cx)= CYdx= qx) €®dx

Das berechnete C(x) kann jetzt bei ys eingesetzt werden und somit die Allgemeine Ldsung
bestimmt werden:

Y=YntYs
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.8 Lineare inhomogene DGL 1. Ordnung mit konstanten Koe zienten:
Losendurch Aufsuchen einer partikul aren Losung

Zeichen Bescheibung

p(x) stetige Funktion

P(x) Stammfunktion von p(x)

q(x) stetige (Stdr-) Funktion
yn allgemeine Lésung der homogenen DGL
ys beliebige Lésung der inhomogenen DGL
C Integrationskonstante

C(x) Funktion zur Variation der Konstante C

Inhomogene DGL:
y+a y=q(x)

Allgemeine L6sung der homogenen DGL.:

yn=C e

Ansatz:
Ys = Ansatz aus Tabelle 1

Ansatz in DGL eingesetzen

Parameterbestimmen

Storfunktion q(x) Losungsansatz y¢(x)
Konstante Funktion Konstante Funktion
Ys= G
Lineare Funktion Lineare Funktion
Ys = GX+ Gy
Quadratische Funktion Quadratische Funktion
Ys = Cx% + CX + C
Polynomfunktion vom Grade n Polynomfunktion vom Graden
Ys = gpx”+ it ox+ o
. _3Cc & fir b, a
W =A & Ys=3 ox & fir b= a

Tabelle 1: Anséatze fir spezielle Storglieder
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.9 Wachstum und Zerfall (DGL)

41.9.1 Wachstum

Zeichen Bescheibung
N(t) WachsendeGrossein Abhangigkeit der Zeit t
No Grossezur Zeit t = 0 (Anfangshbed.)
k Proportionalit atskonstante (k > 0), relative
Wachstumsgeschwindigkeit
T Verdoppelungszeit

DGL:
Not) = k N(t)

Losung der DGL:

N(t) = Ng &¢
Verdoppelungszeit:
In(2)
T=—=—
k
Herleitung:
NM)=No éT=2 Ny ) &T=2 ) T:'—”g2
41.9.2 Zerfall
Zeichen Bescheibung
M(t) Abnehmende Grossein Abhangigkeit d. Zeit t
Mo Grossezur Zeit t = 0 (Anfangsbed.)
k Proportionalit atskonstante (k < 0)
T Halbwertzeit (Tci4 = 5760)
DGL:

MOt = k M(t)

Losung der DGL:

M(t) = My e®

M(t)

(= In Mo
Tk

Halbwertzeit: n@)
n

T= X
k
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.9.3 Newtonsches Abk Uhlungsgesetz

Wird angewendet um zum Beispiel die Umgebungstemperatur bei einer Abkthlung zu
beriicksichtigen.

Zeichen Bescheibung
T(t) Temperatur zur Zeit t
Ty Umgebungstemperatur
k Proportionalit atskonstante (k < 0)

DGL:
T =k (TR Tu)

41.9.4 Anwendung: Logistische Funktion (Verhulst Gleichung)

Die Wachstumsrate ist nicht nur proportional zur Grdsseeiner Population, sondern kann
auch eine gewisse GrisseA nicht Uberschreiten:

%—Tzk N(A N) (A>0k>0)

DieseDi erentialgleichung hat 2 singul &re (konstante) Losungen: N(t) = Ound N(t) = A

Allgemeine Losungmit No:  (0< Ngp < A)

N — At
_ = . >

Die interessantenLdsungenim Streifen zwischen 0 und A ergeben:

C A At A
1+C ekAt_1+% g kAt

O<N<A: N(@= ( Logistische Gleichung )
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.10 Lineare DGL 2. Ordnung
Form einer linearen DGL 2-ter Ordnung:

v+ yO+a y=qKx)

41.10.1 Linearit at, Lineare Unabh angigkeit

Zeichen Bescheibung
;8 Koe zienten2 R
ci1;c; Konstante Koe zienten2 R

JedeLinearkombination von Ldsungenist wieder eine Losung der ho-
mogenen linearen DGL. Sind y; und y, L6sungen der homogenen lin-
earen DGL und sind ¢;;¢; 2 Rdannistc; y1 + & Y auch die Lésung
der homogenen linearen DGL.

Beispiele linear unabh angiger Funktionen:

" Potenzfunktionen: x™und x" (m, n)
" Exponentialfunktionen: €™ und €* (m, n)

" Trigonometrische Funktionen: cos( x), sin( x), coq x),sin( X)( , )
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.10.2 Lineare homogene DGL 2. Ordnung mit konstanten Koe zienten

Die homogene, lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koe zienten
besitzt zwei linear unabhéngige Losungen y; und y,. Die allgemeine
Losung ist die Linearkombination:

y=0C yi+C y2

DGL:
yO+a y+a y=0

Ansatz:
y=¢e*

X (rP+a r+a)=0
&y (T %Y
, 0 =0
Charakteristisches Polynom:
P(r)=r’+a r+a=0

Allgemeinen Losungen:

q —
211 3% 4 a0
o= 2

" Fur zwei reelle Nullstellen (&2 4 & > 0):
2 linear unabhangige Ldsungen: y; = € und y, = €2

Yh=C € X+c €% 1y, 1

" Fur eine doppelte Nullstelle (a% 4 ay=0):
2 linear unabhangige Lésungen: y; = € und y, = xdoX

Yh=0C €°%+ ¢ x €oX rg=ri{=ro

" Fur zwei konjugiert komplexe Nullstellen (ai 4 g < 0):
2 linear unabhangige Lésungen: y; = e *cos x) und y, = e *sin( X)

Yh=¢C e * cos( X)+c, e sin( X) ry;rp = i
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.10.3 Lineare inhomogene DGL 2. Ordnung mit konstanten Koe zienten

Zeichen Bescheibung
&,y Koe zienten2 R
c1;¢  konstante Koe zienten2 R
g(x) Storfunktion
yn LOsung der homogenen DGL
ys beliebige Lésung der inhomogenen DGL

v+ yO+a y=qKx)

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL erhalt man, indem man
zur allgemeinen Losung yy, der zugehorigen homogenen DGL eine be-
liebige LOsung ys addiert.

Y=YntYs

Losungsansatze y,, fir spezielle Storglieder, siehe Papula Seite273.
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.11 Diskretisieren einer homogenen DGL

Durch Diskretisieren einer DGL erh&lt man eine Di erenzengleichung (siehe 11. Di eren-
zengleichungen).
DGL:

y©) 4y®=0 ; y0)=0y1)=1

Intervall [0,1] aufteilen in N gleiche Teilintervalle der Langeh = lTO = ﬁ
Also:

ykK =yk h)y ; k=0,1,2;:::

Di erentialquotienten durch Di erenzenquotienten fir die Schrittweite h ersetzen:

K k 1 k 1 k 2
Pyl _dyl) vl yk 1) D MpEl
dt2 dt h h

y(k) =

Somit:
y(k) 2y(k 1)+yk 2)
h2

y(k)

In DGL y(K) ersetzen:
yk) 2y(k 1+yk 2)
h2

4y(k)=0
I Homogene Di erenzengleichung 2. Ordnung:

1 4y 2yk D+yk 2)=0 ; k=2u5N 5 y0)=0y(N)=1
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.12 Randwertproblem

Bei einem Randwertpr oblem sind spezielle Losungen vorgeschrieben. Zum Beispiel sind
bei einer schwingenden Seitedie beiden Befestigungspunkte bekannt. Diese kdnnen keine
Auslenkung haben.

Beispiel eines Randwertproblems

u%®+ 2 x2=0;

NI~
I
o

<X< 7 u L_U
2_

NI~

Losung
Homogener Teil:
u’=0 ) Uh=C X+

S 23

guadratisches Polynom

Storteil:

us=hb x*+c x°+d x>+e x+ f

ul = 12 b x?+6 ¢ x+2 d  8x
= @2 %
Koe zientenvergleich:

b= é c=0; d=0

Us= — X' + e x+ f
| {z }

homogene Losung

Allgemeine L6sung:

&
U=up+us= xX*+¢g X+ 2R

Dur ch Einsetzten der Randbedingungen kdnnen die Konstanten bestimmt werden:

&L

a=0 &= 57
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.13 Eigenwertproblem

Das Eigenwertpr oblem ist ein Randwertpr oblem, bei welchem noch ein freier Parameter
auftritt (z.B.: ). Eswerden alle Werte flir  gesucht, die zu einer nicht trivialen Ldsung
fuhren. Diese werden als Eigenwerte bezeichnet.

Die triviale Lo6sung ist die Ldsung, die identisch mit Oist (y 0).

Beispiel eines Randwertproblems

u®+  u=0o; 0<x<L; u(0) = uqL) = o; >0
Ansatz:
u=¢ex
u%+  u=r2 @+ =g fr2+ =0
z }
=0

Charakteristisches Polynom:

r“+ =0
o= p_l
Losungsansatz(siehe 41.10.2):
U, = ¢ e* cog X)+c e * sin( X) =0 - P-
U, = ¢ cog  X)+¢ sin( X)
1. Randbedingung einsetzen:
u@0)=0 ) =0
Ableiten: ug: . p_ Cos(p_ 9
2. Randbedingung einsetzen:
uiL) = ¢ P- cos(p_ X)=0 ) cos(p_ L)=0
p 2k 1?2
L=k 15 ) = oD

Esgibt daher unendlich viele Eigenwerte .
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.14 Systemevon homogenen linearen DGL 1. Ordnung

Zeichen Bescheibung
A n nKoe zientenmatrix ay 2 R
x Losungsvektor (Funktion von t)
x Ableitung desLdsungsvektors (Funktion von t)
g(t) "Stoérvektor”
r Parameterr (Eigenwerte der Koe zientenma-
trix A)

Jedelineare DGL n-ter Ordnung lasstsich in ein lineares Systemvon n
DGL's 1. Ordnung zurtckfuhren und umgekehrt.

Homogenes System:

Ansatz:

Nichttriviale Ldsungen:
A rE —=0

Charakteristisches Polynom:
dettA r E)=0

Ist r ein Eigenwert von A und ~ ein zugehdriger Eigenvektor, soist eine Losung gegeben:
x = €kt T

Berechnung von Eigenvektoren, siehe 32.3Seite 69.

Hat das charakteristische Polynom n voneinander verschieden Null-

x(t)=c €' T+ +g dt T,

re ist komplex:

ry doppelter Eigenwert:
Ansatz: x,(t) = 't ~1+~)

) GLS(A r E) ~="
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.14.1 Beispiel: RLC-Netzwerk

Abbildung 16: RLC Netzwerk

Gesetze:

Summe der Strome ist an jedem Knoten gleich 0.

" Summe der Spannungsabfalle ist in jedem geschlossenerKreislauf gleich 0.
" U=R |

" C U=l

" LI=U

[1+1o+13=0
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.15 Systemevon homogenen linearen DGL 2. Ordnung

Einehomogene DGL 2. Ordnung kann in ein DGL System1. Ordnung umgewandelt werden.
DGL 2. Ordnung:

y? 2y°+y=0
|
x= 1
X2
X1 =Y
xp = y°= X?
3=y

0_ X2
xS 2X2 X1
! I
0 1 X
0_ 1
T 120 %
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.16 Systemevon inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung

" Den homogenen Teil des Systemsldsen)

~

Ansatz flr den inhomogenen Teil nden und diesenin die das Systemeinsetzen)

" Allgemein Lésung: y = yh+ Yp

Beispiel
Homogener Teil:
1 1
x=c el 5 +e et

Ansatz fiir inhomogenen Teil xp:

Ableitung desAnsatzes:

X1 _ &
X2 (27)
Einsetzen:
& _ a t +h, +a t +b t 1

& 4d(at +h) +at +hp 4t 2

Diese Gleichungen Au 6senund somit die Koe zienten a;; a; by; b, berechnen(8t). Durch
Einsetzender Koe zienten erhalt man x;

Allgemein Losung: y = yh+ Yyp
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42 KOMBINA TORIK

42 Kombinatorik

Die Kombinatorik ist die Kunst desZahlens.

42.1 Formeln, Regeln

k-Auswahl aus der | Geordnete Stichproben (mit Bertick-

Ungeordnete  Stichproben  (ohne

Menge n sichtigung der Reihenfolge) Bertcksichtigung der Reihenfolge)
mit  Zuricklegen | 1 2
mit Wiederholun- k
éen) : (n+k 1) (n+k 2) n)
k!

ohne Zurlcklegen | 3 4
(ohne Wiederhol- n! n _ n!
ungen) (n k! k Kk (n K
5 Permutationen ohne Wiederholungen
(auf wieviele Arten lassensich die Elemente anordnen)

n!
6 Permutationen mit Wiederholungen

n!
a bl xo nEarbr o o4x
7 Jedergegen jeden
n(n 1)
2

8 Wabhrscheinlichkeit

_ Anzahl gunstiger Falle

~ Anzahl méglicher Falle

9 Schonenberg'sche Trennwandformel
5 Apfel auf 3Kinder verteilen ! Trennwandpr oblem
) 5Platze, 2 Trennwande und somit 7 Positionen

7

=21
2
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42 KOMBINA TORIK

42.2 Beispiele

1

Ein Kombinationsschloss hat 10° Kombinationen.

Das Sporttoto von 12 Spielen hat 3 verschiedene Tippm 6glichkeiten.
2

Auf wieviel Arten kann aus 3 Sorten Schockolade5 Tafeln ausgewahlt werden: 7

Aus 6 Friichtesorten soll ein Korb mit 20 Friichten zusammengestelltwerden: % = 3

Wieviele verschiedene Wirfe mit 3 nicht unterscheidbaren Wiurfeln sind maoglich: g—gi’

3
Alle Kartenvariationen aus Gruppen zu 5 Karten von 52 Karten: Z—%i
Beieinem Pferderennen mit 18 Pferden soll auf die drei Erstplatzierten in der Reihenfolge

ihresEinlaufens gewettet werden. Esgibt 18 17 16oder (1§—8!3)! Wertmdglichkeiten.
4

Alle Kartenkombinationen aus Gruppen zu 5 Karten von 52 Karten: %

Auf wieviele Arten kann ein Dreierauschussaus 20 Leuten gewahlt werden: 230
Zahlenlotto mit 45Zahlen:

6Richtige= & ¥ 5Richtige= ¢ % 4Richtige= § %
3Richtige= § 3% 2Richtige= § 3 1Richtige= $ ¥
ORichtige= § % ¥ = ORichtige + 1 Richtige + ...+ 6 Richtige
5

52kdnnen in einem Stapelauf 52! Arten angeordnet werden.
10Leute konnen auf 10 Sesselnauf 10! Arten gesetztwerden.
Mit den drei BuchstabenA, B, C kénnen 3! Worter geschriebenwerden.

6

Aus den BuchstabenM,0,0,T,T lassensich 3; Worter schreiben.
SechsPersonenwollen zu je dreien in zwei Taxis einsteigen, es gibt % M 6glichkeiten
einzusteigen.

Zwei rote und drei schwarze Kugeln sollen in einer Reihe hinter einander angeordnet
werden, esgibt % M dglichkeiten dies zu tun.

=
An einem Turnier mit 8 Mannschaften soll jeder gegenjedenspielen: 7+6+5+ +1= 7—28
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43 STATISTIK

43 Statistik

43.1 De nitionen

Statistik

" geordnete Zusammenstellung von Informationen

Methoden zur Untersuchung von Massenerscheinungen

Skalen

" Qualitatives Merkmal

— Nominalskala: Merkmalsauspragungen sind Namen oder Bezeichnungen

— Ordinalskala: Merkmalsauspragungen bringen zusatzlich eine Rangfolge zum
Ausdr uck

" Quantitatives Merkmal

— Metrisch diskrete Skala: Merkmalsauspr agungen nehmen nur isolierte Zahlen-
werte an

— Ordinalskala:  Merkmalsauspragungen konnen alle Werte eines Intervalls an-
nehmen

43.2 5-Zahlen-Kennung, Box-Plot

Zeichen Bescheibung
n Anzahl Daten (Umfang)
X; Datensatz
X Median
: UnteresQuartile
oz OberesQuartile
Xmin Kleinster Wert

Xmax GrossterWert

Median:
( n+1 ungeradesn

Xnt1
X = 1
5(Xa + Xn4q) geradesn

2
(xg +xg
Unteres (Oberes) Quartile:

Das Quatrtile ist der Median der unteren (oberen) Halfte der Menge. Ist n ungerade so wir d

der Median der Gesamtmengein beiden Halften weggelassen.

5-Zahlen-Kennung:
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43 STATISTIK

Box Plot

Xmax

O

Xmin

Abbildung 17: Box Plot

43.3 Einteilung in Klassen

Bei vielen Messwerten konnen die Daten in Klassen eingeteilt werden. Zum Beispiel bei
Langenmessungen:0:00m 1:99m;2:00m 2:99m;:::

Zeichen Bescheibung
n Anzahl vorhandener Daten (Umfang)
d Anzahl moglicher Werte im Messraster
k Anzahl Klassen
b Klassenbreite (Anzahl moglicher Werte in einer
Klasse)

Faustregel flir Klassenanzahl:
Nach Schinenberger:

k n fir 30<n 400

Nach Papula:
k n fur 50<n 500

oder
k 5 Ign

Zwei in Fragekommende Klassenbreiten:

b= — (Auf- oder abrunden)
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43 STATISTIK

43.4 Streuung

Zeichen Bescheibung

n

d
k
b

n X|

Anzahl vorhandener Daten (Umfang)
Anzahl moglicher Werte im Messraster

Anzahl Klassen

Klassenbreite (Anzahl moéglicher Werte in einer

Klasse)
Mittelwert
Standardabweichung

Mittelwert

X

Sl

X = Xk

=1

Spannweite, Variationsbreite:

Xmax  Xmin

Mittlere absolute Abweichung:

Statistische Varianz:

Statistische Streuung:

Quartileabstand:
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44 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUN G

44 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Zeichen Bescheibung
E;F Ereignisse
P(E) Wahrscheinlichkeit, dassdas Ereignis E eintritt
Ergebnissraum, mogliche Ergebnisseeines Zu-
fallsexperiments
I Elementarereignis,! 2

44.1 Regeln

P(E[ F) P(E)+ P(F); falls E\ F=?
P(?)=0
PE)=1 P(E)
P(E[ F)=P(E)+P(F) PE\ F)

44.2 Klassische Wahrscheinlichkeit

Anzahl glnstige Falle _ jEj

Wahrscheinlichkeit = Anzahl mdgliche Falle B j_j

44.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit, dassE eintritt, unter der Bedingung, dassF eingetreten ist:

PE\ F)

PER = 55

Zwei Ereignisse sind unabh angig, wenn:

PE\ F)= PE) PP
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44 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUN G

44.4 Diskrete Zufallsgr dssen

Zeichen Bescheibung
X Diskrete ZufallsgrosseX : ! R
Xi Ein Wert, den die diskrete Zufallsgr 6sseX an-
nehmen kann
i Wahrscheinlichkeit, dass X gleich x; wird
f(x) Wahrscheinlichkeitsfunktion
F(x) Verteilungsfunktion
; E(X) Erwartungswert
2:\/(X) Varianz
Standardabweichung

Erwartungswert: X
= E(X) = XiBi
i
Varianz:
X
=Vv(X) = ()P
i
= EX )
= E (X E(X))?
= E X2 E(X)?

Standardabweichung: P
= V(X)
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44 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUN G

44.5 Binomialverteilung

Konkr etes Beispiel einer diskreten Verteilung. Nur Erfolg oder Misserfolg moglich. Auch
bekannt als “Bernoulliexperiment”.
Zeichen Bescheibung
X  Diskrete Zufallsgr 6sse,Anzahl der Erfolge, X =
kk=20;:::;n
p Wahrscheinlichkeit eines Erfolges bei einem
einzelnen Versuch
qg =1op
k mit Wahrscheinlichkeit P angenommener Wert
fur X, Anzahl Erfolge bei n Versuchen
n Anzahl Versuche
!
P(X = k) = E p g K (k=0;1;:::;n)
Erwartungswert:
X
=EX)=np= k P(K)
k=0
Varianz:
2 X 2
=V(X)=npg= (k ) Pk
k=0
Median:
Wert, der mit P(k) = 0:5 nicht Ubertro en wird.
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44 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUN G

44.6 Poisson-Verteilung

Bequemzu berechnende Ann éaherung an die Binominalverteilung fir grossesn (n > 10)und
kleines p (p < 0:05)

Zeichen Bescheibung
Parameter der Poisson-\erteilung > 0, Er-
wartungswert. Z.B.: gemessenerDur chschnitt

P(X = k) = We
Erwartungswert:
E(X) =
Varianz:
F=V(X)=
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