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26.3 Äquivalente Aussagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

26.4 Abstand zweier windschiefer Geraden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

27 Matrizen 47

27.1 Matrizen Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

27.1.1 De�nitionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

27.1.2 Operationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

27.1.3 Eigenschaftender Matrixoperationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

27.2 Inverse einer Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

27.3 Diagonalisierbarkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

27.4 Pivotstrategie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

27.5 LR-Zerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

27.6 Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

ZHW Seitevi Mathematik Formelsammlung



INHAL T

27.6.1 Leslie Matrix (Populationsmatrix) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

27.6.2 Input-Output-Modell von Leontie� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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2 LOGARITHMEN

1 Quadratische Gleichungen

ax2 + bx+ c = 0 ; a;b; c 2 R ; a , 0

Diskriminante:
D = b2 � 4ac

D > 0 zwei Lösungen in R x1=2 = � b�
p

D
2a

D = 0 eine Lösung in R x1 = x2 = � b
2a

D < 0 keine Lösung in R

2 Logarithmen
Allgemein: bu = x ) logb x = u

logb 1 = 0 logb b = 1 logb 0 =

(
�1 für b > 1
+1 für b < 1

2.1 Rechenregeln

log (xy) = log x + log y log

 
x
y

!

= log x � log y;

log xn = n log x log
� 1
x

�
= � log x

speziell gilt: log np x =
1
n

log x

2.2 Basiswechsel

loga x =
logb x

logb a
=

ln x
ln a

2.3 Logarithmen zur Basis 10

log10 x = lg x , und esgilt lg (x10� ) = � + lg x

2.4 Logarithmen zur Basis e

logex = ln x

2.5 Logarithmen zur Basis 2

log2 x = ldx oder: log2 x = lbx
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3 TRIGONOMETRIE

3 Trigonometrie

3.1 Genaue Funktionswerte f ür einige Winkel

� (deg) 0o 30o 45o 60o 90o

� (rad) 0 �
6

�
4

�
3

�
2

sin � 0 1
2

p
2

2

p
3

2 1

cos� 1
p

3
2

p
2

2
1
2 0

tan � 0
p

3
3 1

p
3 �

cot � �
p

3 1
p

3
3 0

3.2 Beziehungen

sin2 � + cos2 � = 1

tan � � cot � = 1

tan � =
sin �
cos�

cot � =
cos�
sin �

1
cos2 �

= 1 + tan2 �

1

sin2 �
= 1 + cot2 �

3.3 Reduktionsformeln

90o � � sin(90o � � ) = cos� cos(90o � � ) = sin �
tan(90o � � ) = cot � cot(90o � � ) = tan �

90o + � sin(90o + � ) = cos� cos(90o + � ) = � sin �
tan(90o + � ) = � cot � cot(90o + � ) = � tan �

180o � � sin(180o � � ) = sin � cos(180o � � ) = � cos�
tan(180o � � ) = � tan � cot(180o � � ) = � cot �

180o + � sin(180o + � ) = � sin � cos(180o + � ) = � cos�
tan(180o + � ) = tan � cot(180o + � ) = cot �

270o � � sin(270o � � ) = � cos� cos(270o � � ) = � sin �
tan(270o � � ) = cot � cot(270o � � ) = tan �

270o + � sin(270o + � ) = � cos� cos(270o + � ) = sin �
tan(270o + � ) = � cot � cot(270o + � ) = � tan �

360o � � sin(360o � � ) = � sin � cos(360o � � ) = cos�
tan(360o � � ) = � tan � cot(360o � � ) = � cot �

� � sin(� � ) = � sin � cos(� � ) = cos�
tan(� � ) = � tan � cot(� � ) = � cot �

ZHW Seite2 Mathematik Formelsammlung



3 TRIGONOMETRIE

3.4 Funktionen von � � � , 2� , . . .

� � � sin(� � � ) = sin � cos� � cos� sin �
cos(� � � ) = cos� cos� � sin � sin �
tan(� � � ) = tan � � tan �

1� tan � tan �

cot(� � � ) = cot � cot � � 1
cot � � cot �

� sin(� ) =
p

1 � cos2 �

cos(� ) =
p

1 � sin2 �

2� sin(2� ) = 2sin � cos�
cos(2� ) = cos2 � � sin2 � = 2cos2 � � 1 = 1 � 2sin2 �
tan(2� ) = 2tan �

1� tan2 �

3� sin(3� ) = 3sin � � 4sin3 �
cos(3� ) = 4cos3 � � 3cos�
tan(3� ) = 3tan � � tan3 �

1� 3 tan2 �

5� sin(5� ) = 16sin5(� ) � 20sin3(� ) + 5sin(� )
cos(5� ) = 16cos5(� ) � 20cos3(� ) + 5cos(� )

n� sin(n� ) =

 
n
1

!

sin(� ) cosn� 1(� )�

 
n
3

!

sin3(� ) cosn� 3 +

 
n
5

!

sin5(� ) cosn� 5(� )�

� � � + : : :

cos(n� ) = cos5(� )�

 
n
2

!

sin2(� ) cosn� 2(� )+

 
n
4

!

sin4(� ) cosn� 4(� )� � � �+ : : :

f �
2 sin �

2 = �
q

1� cos�
2

cos �
2 = �

q
1+cos�

2

tan �
2 = �

q
1� cos�
1+cos� = sin �

1+cos� = 1� cos�
sin �

f 2 �
2 sin2 �

2 = 1� cos�
2

cos2 �
2 = 1+cos�

2
tan2 �

2 = 1� cos�
1+cos�

f 2� sin2 � = 1
2(1 � cos(2� ))

cos2 � = 1
2(1 + cos(2� ))

f 3� sin3 � = 1
4(3 � sin � � sin(3� ))

cos3 � = 1
4(3 � cos� + cos(3� ))

f 4� sin4 � = 1
8(cos(4� ) � 4cos(2� ) + 3)

cos4 � = 1
8(cos(4� ) + 4cos(2� ) + 3)
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3 TRIGONOMETRIE

3.5 Sinussatz

In einem beliebigen Dreieck gilt:
a

sin(� )
=

b
sin(� )

=
c

sin(
 )

3.6 Cosinussatz

In einem beliebigen Dreieck gilt: a2 = b2 + c2 � 2bc� cos(� )

3.7 De�nitionen am Einheitskreis

sin(x) =
Gegenkathete
Hypotenuse

cos(x) =
Ankathete

Hypotenuse
tan(x) =

Gegenkathete
Ankathete

3.8 Umrechnung Gradmass/Bogenmass

x =
�

180o � � o � o =
180o

�
� x
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4 GONIOMETRIE

4 Goniometrie

Einige Formeln, welche bei schwerenGoniometrie-Formeln zu Vereinfachung führenkönnen.

Grundform
a� sin2 x + b � sin x + c = 0

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

sin x1;2 =
� b �

p
b2 � 4ac

2a

Herleitung
Quadratischen Ergänzen wir bei der Parabel (Quadratische Gleichung).

Grundform
sin(� + x) + sin(� � x) = a

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

cos(x +
� � �

2
) =

a

2 � sin( � +�
2 )

Herleitung
Additionstheor emeeinsetzten und auf entsprechendeForm bringen.

Grundform
a� sin(x + � ) + b � sin(x + � ) = 0

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

tan(x +
� + �

2
) =

b � a
b+ a

� tan(
� � �

2
)

Herleitung
Umformung über sin(x+� )

sin(x+� ) = � b
a.
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4 GONIOMETRIE

Grundform
cos(x + � )
cos(x � � )

= p

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

cot x =
1 + p
1 � p

� tan �

Herleitung
Umformung mit Brucherweiterung (kompliziert).

Grundform
a� cosx + b � sin x = c

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

sin x1;2 =
b � c � a�

p
a2 + b2 � c2

a2 + b2

Herleitung
Quadrieren und cos2 dur ch 1 � sin2 ersetzen. Durch das Quadrieren können falscheLösun-
gen hinzukommen, daher muss immer mit Probe geprüft werden.

Grundform
a� cos2 x + b � sin x � cosx + c � sin2 x = d

Hier werden die Daten der Grundform eingesetzt

(a � c) � cos2x + b � sin 2x = 2d � a� c

Herleitung
Über Funktionen des doppelten Winkel.
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5 SUMMEN, PRODUKTE

5 Summen, Produkte

5.1 Summen

5.1.1 Regeln

nX

i=m

ai +
nX

j=m

bj =
nX

k=m

(ak + bk)

c
nX

k=m

ak =
nX

k=m

cak

nX

k=m

ak =
n� mX

j=0

aj+m

Teleskopsumme:

nX

k=m

(ak � ak+1) = am � an+1

Index-Shifting:

nX

k=0

xk+1 =
n+1X

k=1

xk

5.1.2 Spezielle Summen

nX

k=1

k =
n(n + 1)

2

nX

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

nX

k=1

k3 =
n2(n + 1)2

4
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5 SUMMEN, PRODUKTE

5.2 Produkte

5.2.1 Regeln

nY

i=m

ai =
n� mY

j=0

am+ j =
n� mY

k=0

an� k

0
BBBBB@

nY

i=m

ai

1
CCCCCA

0
BBBBBB@

nY

j=m

bj

1
CCCCCCA=

nY

k=m

(akbk)

nY

i=m

1
ai

=
1

Q n
i=m ai

; i f all ai , 0
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6 ARITHMETISCHE FOLGEN UND REIHEN

6 Arithmetische Folgen und Reihen

6.1 Arithmetische Folgen 1. Ordnung

6.1.1 De�nition

ai � ai� 1 = const: = d 8i 2 N ; i � 2; d 2 R

Di � erenz zweier aufeinanderfolgenden Glieder ist konstant.
Glied ist arithmetisches Mittel der Nachbarglieder: ai = 1

2(ai+1 + ai� 1) 8i 2 N ; i � 2

6.1.2 Bildungsgesetz
ak = ak� 1 + d

ak = a+ (k � 1)d

Anzahl Glieder: n =
an � a1

d
+ 1

6.2 Endliche Arithmetische Reihen 1. Ordnung

6.2.1 De�nition

a: erstesGlied
z: letztes Glied
d: Di � erenz
n: Anzahl Glieder
S:Summe der endlichen Folge

Sn =
nX

i=1

a+ (i � 1)d

Sn =
nX

i=1

ai =
n(a+ z)

2

6.3 Arithmetische Folgen 2. Ordnung

6.3.1 Bildungsgesetz

d1: 1. Di � erenz der 1. Di � erenzenfolge
d: Di � erenz der 2. Di � erenzenfolge

ak+1 =
d
2

k2 +

 

d1 �
d
2

!

k + a1

Mathematik Formelsammlung Seite9 ZHW



7 GEOMETRISCHEFOLGEN UND REIHEN

7 Geometrische Folgen und Reihen

7.1 Geometrische Folgen

7.1.1 De�nition

ai

ai� 1
= const. = q 8i 2 N ; i � 2

Quotient zweier aufeinanderfolgenden Glieder ist konstant.
Glied ist geometrischesMittel der Nachbarglieder ai =

p
ai� 1ai+1

jqj > 1 : wachsendeFolge
jqj < 1 : abnehmendeFolge
jqj = 1 : gleichbleibende Folge
q > 0 : monotone Folge
q < 0 : alternierende Folge

7.1.2 Bildungsgesetz

ak = aqk� 1 =
a
q

qk

7.2 Endliche Geometrische Reihen

7.2.1 Summenformel

a: Anfangsglied
q: Quotient
n: Anzahl Glieder
Sn: n-te Partialsumme der endlichen Folge

Sn = a
1 � qn

1 � q
;q , 1

7.3 Unendliche Geometrische Reihen

Gleichung der Geraden g mit Steigung m = 1
q:

y =
1
q

x �
a
q

=
x � a

q

Unendliche GeometrischeReihekonvergiert, wenn jqj < 1

Grenzwert für konvergierende unendliche geom. Reihe:

S1 =
1X

k=0

aqk =
a

1 � q
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7 GEOMETRISCHEFOLGEN UND REIHEN

a

a

aq

aq

aq2

w

g

a

a

aq

aq

aq2

w

g

aq2

S
1

S
2

S
3

S
1

S
2

S
3

Abbildung 1: Graphische Summierung

7.4 Anwendungen der Geometrischen Reihe

7.4.1 Bruchverwandlung von 0.27

1. Schritt: Periode bestimmen (hier: 2 Dezimalstellen ) also � 100rechnen!)
2. Schritt: Bruch aufstellen: 27:27� 0:27

100� 1 = 3
11 () Periodischer Teil fällt weg)

7.4.2 1
0:998 auf 20 Stellen berechnen

1. Schritt: 1
0:998 = 1

1� 0:002
2. Schritt:

P 1
n=1 aqn� 1 = a

1� q
3. Schritt: q = 0:002;a = 1; jqj < 1 )
4. Schritt: 1 + 0:0021 + 0:0022 + 0:0023 + 0:0024::: = 1 + 2 � 10� 3 + 4 � 10� 6 + 8 � 10� 9 + :::
5. Schritt: = 1:002004008016032064:::

7.4.3 Zinsberechnungen

Um wieviel % vermehrt sich ein auf Zinseszins angelegtesKapital in 13Jahren bei 7%Zins?
1. Schritt: ak = a1 � qk� 1 ) ak = a1 � 1:07k� 1 (eingesetzt)
2. Schritt: a14 = a1 � 1:0713 ) a14 = a1 � 2:4098
3. Schritt: if a1 = 100%then a14 = 240%, so � = 140%
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8 POTENZREIHEN

8 Potenzreihen

8.1 Summenformel

ak: Koe� zienten der Potenzreihe ak 2 R
x0: Zentrum der Potenzreihe
Sn: n-te Partialsumme der endlichen Folge

Sn =
nX

k=0

ak � (x � x0)k

Die Summe von Potenzenergebenein Polynom.

8.2 Konvergenzradius

r heissKonvergenzradius der Potenzreihe.
Existiert einer der Grenzwerte � , so hat die Potenzreihe den Konvergenzradius r = 1

� .
Ist � = 0, so ist r = 1 und die Potenzreihe konvergiert überall.
Ist � = 1 , so ist r = 0 und die Potenzreihe konvergiert nur im Punkt x0.

8.2.1 Quotientenkriterium

lim
k!1

�����
ak+1

ak

����� = �

8.2.2 Wurzelkriterium

lim
k!1

k
p

jakj = �

8.3 Satz

Zu jeder Potenzreihe Sn =
P n

k=0 ak � (x � x0)k gibt eseinen Konvergenzradius (r � 0). Die Reihe
konvergiert für jx � x0j < r und divergiert für jx � x0j > r. Für jx � x0j = r erhält man keine
Aussage.
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9 TAYLORREIHEN, TAYLORPOLYNOM

9 Taylorreihen, Taylorpolynom

9.1 Taylorpolynom n-ten Grades von f in der Näherung des Punktes x0

Pn(x) =
nX

k=0

f (k)(x0)
k!

� (x � x0)k

TI-89: taylor(f(x),x,n,x0)9.2 Beispiel

Gesucht ist die Taylorr eihe von sin(x); x0 = 0.

Ableiten und die Werte der Ableitungen in x0 berechnen:

x0 einsetzen
f (x) = sin(x) = 0
f 0(x) = cos(x) = 1
f 00(x) = � sin(x) = 0
f 000(x) = � cos(x) = � 1
f (4)(x) = sin(x) = 0
f (5)(x) = cos(x) = 1

Das Berechnetein das Taylorpolynom einsetzen:

P0(x) = 0
0! � (x � 0)0 0

P1(x) = 1
1! � (x � 0)1 P0 + x

P2(x) = 0
2! � (x � 0)2 P1 + 0

P3(x) = � 1
3! � (x � 0)3 P2 � 1

3! � x3

P4(x) = 0
4! � (x � 0)4 P3 + 0

P5(x) = 1
5! � (x � 0)5 P4 + 1

5! � x5

AusgeschriebeneTaylorr eihe für sin(x):

x �
1
3!

� x3 +
1
5!

� x5 �
1
7!

� x7 : : :

9.3 Güte der Approximation

Zeichen Beschreibung
� (Xi) Wert zwischen x und x0

Wie gut approximiert das Taylorpolynom Pn(x) die Funktion f (x)?

f (x) = Taylorpolynom + TaylorschesRestglied
= Pn(x) + Rn(x)

=
P n

k=0
f (k)(x0)

k! (x � x0)k + f n+1(� )
(n+1)! (x � x0)n+1
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10 FOURIER - REIHEN

10 Fourier - Reihen

10.1 Periodische Funktion

f (x) ist eine periodische Funktion mit Periode p = 2�

f (x) =
a0

2
+

1X

n=1

[an � cos(nx) + bn � sin(nx)]

10.2 Berechnung der Koe� zienten an und bn

a0 =
1
�

�
Z 2�

0
f (x)dx

an =
1
�

�
Z 2�

0
f (x) � cos(nx)dx bn =

1
�

�
Z 2�

0
f (x) � sin(nx)dx

Allgemeinere Formulierung:

a0 =
2
T

�
Z

(T)
f (t)dt

an =
2
T

�
Z

(T)
f (t) � cos(n! 0t)dt bn =

2
T

�
Z

(T)
f (t) � sin(n! 0t)dt

10.3 Symmetriebetrachtungen

f (x) ist eine gerade Funktion: (Spiegelsymmetrisch, z.B.cos() )

f (x) =
a0

2
+

1X

n=1

an � cos(nx) (bn = 0)

f (x) ist eine ungerade Funktion: (Punktsymmetrisch, z.B.sin() )

f (x) =
1X

n=1

bn � sin(nx) (an = 0 und a0 = 0)
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11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11 Di � erenzengleichungen

11.1 Vektorielle Di � erenzengleichungen

Zeichen Beschreibung
u(k) Eingangssignal (Inputfolge)
y(k) Ausgangssignal (Outputfolge)
~x(k) Interner Zustandsvektor
~x(0) Startwert

11.1.1 Beispiel

LinearesSystem:

x1(k) = x1(k � 1) + 2x2(k � 1) + u(k)

x2(k) = 2x1(k � 1) � 3x2(k � 1) � 3u(k)

y(k) = 2x1(k) + 3x2(k) � 2u(k)

Matriziell:

~x(k) =

 
x1(k)
x2(k)

!

=

 
1 2
2 � 3

!

�

 
x1(k � 1)
x2(k � 1)

!

+

 
1

� 3

!

u(k)

y(k) =
�

2 3
�  

x1(k)
x2(k)

!

� 2u(k)

Startwert ~x(0):

~x(0) =

 
x1(0)
x2(0)

!

=

 
0
1

!

Eingangssignal:

u(k) =

(
1, für k = 0;1;2; : : :
0, für k < 0

Werte des Zustandsvektors ~x(k):

~x(0) =

 
0
1

!

, ~x(1) =

 
3

� 6

!

, ~x(2) =

 
� 8
21

!

, : : :

Ausgangswerte y(k):

y(0) = 1, y(1) = � 14, y(2) = 45, : : :
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11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.2 De�nition

Zeichen Beschreibung
f (k) Störfunktion (0 für homogene Di � erenzengle-

ichungen)
n Ordnung der Di � erenzengleichung

� kx(k) + � k� 1x(k � 1) + � k� 2x(k � 2) + � � � + � k� nx(k � n) = f (k)

11.3 Homogene Di � erenzengleichungen

Lösungsansatz:
x(k) = c � ak ; a , 0

ˆ Ansatz in Di � erenzengleichung einsetzen

ˆ Ausklammern

ˆ charakteristische Gleichung: Klammerausdr uck = 0

ˆ Lösungen der charakteristischen Gleichung berechnen
(! a1; a2; : : : )

ˆ Linear unabhängige Lösungen für x(k): a1; a2; : : : in Ansatz einsetzen
(! x(k) = c1 � : : : und x(k) = c2 � : : : )

ˆ Allgemeine Lösung der Di � erenzengleichung: Summeder beiden linear unabh. Lösun-
gen
(! x(k) = c1 � : : :+c2 � : : : )

ˆ SpezielleLöesung der Di � erenzengleichung: Anfangsbedingungen einsetzen
(! c1 = : : : ; c2 = : : : )

ˆ c1; c2 in allgemeiner Lösung einsetzen
(! x(k) = : : : ist die Lösung (explizite Formel für x(k)))
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11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.3.1 Beispiel

Homogene Di � erenzengleichung der Ordnung 2:

x(k) + x(k � 1) � 6x(k � 2) = 0 ; k = 2;3; : : : ; x(0) = 1 , x(1) = 2

Ansatz:
x(k) = c � ak ; a , 0

Einsetzen in Di � erenzengleichung:

c � ak + c � ak� 1 � 6c � ak� 2 = 0

c| {z }
, 0

� ak� 2
| {z }

, 0

(a2 + a� 6)
|        {z        }

=0

= 0

Charakteristische Gleichung:

a2 + a� 6 = 0

(a � 2)(a+ 3) = 0

Lösungen der charakteristischen Gleichung:

a1 = 2 ; a2 = � 3

Zwei linear unabhängige Lösungen:

x(k) = c1 � 2k ; x(k) = c2 � (� 3)k

Allgemeine Lösung:
x(k) = c1 � 2k + c2 � (� 3)k

Anfangsbedingungen:
x(0) = 1 ; x(1) = 2

SpezielleLösung der Di � erenzengleichung:
(

1 = c1 + c2

2 = 2c1 � 3c2

daraus folgt:
c1 = 1 ; c2 = 0

Lösung:
x(k) = 2k
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11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.4 Inhomogene Di � erenzengleichungen

Ansatz für partikul äre Lösung (für f (x) Störfunktion einsetzen):

xp(k) = a� f (x)

ˆ Ansatz in Di � erenzengleichung einsetzen

ˆ a � f (x) ausklammern

ˆ Dividier en dur ch f (x)

ˆ aberechnen

ˆ a in Ansatz einsetzen
(! partikul äre Lösung xp(k) = : : : � f (x))

ˆ Allgemeine Lösung: x(k) = xh(k) + xp(k)
(homogene Lösung + partikul äre Lösung)

ˆ SpezielleLöesung der Di � erenzengleichung: Anfangsbedingungen einsetzen
(! c1 = : : : ; c2 = : : : )

ˆ c1; c2 in allgemeiner Lösung einsetzen
(! x(k) = : : : ist die Lösung (explizite Formel für x(k)))

ZHW Seite18 Mathematik Formelsammlung



11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.4.1 Beispiel

Inhomogene Di � erenzengleichung:

x(k) � x(k � 1) � 6x(k � 2) = f (k) = 3k ; x(0) = 2, x(1) = � 1

Homogene Di � erenzengleichung (sieheoben):

xh(k) + xh(k � 1) � 6xh(k � 2) = 0

Allgemeine Lösung der homogenen Di � erenzengleichung:

xh(k) = c1 � 2k + c2 � (� 3)k

Ansatz für partikul äre Lösung:
xp(k) = a� 3k

Einsetzen in inhomogene Di � erenzengleichung:

xp(k) + xp(k � 1) � 6xp(k � 2) = 3k

a� 3k + a� 3k� 1 � 6a � 3k� 2 = 3k

a� 3k(1 + 3� 1 � 6 � 3� 2) = 3k

a
�
1 +

1
3

�
6
9

�
= 1

a = 1:5

Partikul äre Lösung:
xp(k) = 1:5 � 3k

Allgemeine Lösung:
x(k) = xh(k) + xp(k)

Also:
x(k) = c1 � 2k + c2 � (� 3)k + 1:5 � 3k

Randbedingungen: (
2 = c1 + c2 + 1:5
� 1 = 2c1 � 3c2 + 4:5

Daraus:
c1 = � 0:8 ; c2 = 1:3

Lösung:
x(k) = � 0:8 � 2k + 1:3 � (� 3)k + 1:5 � 3k ; k = 0;1;2; : : :
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11 DIFFERENZENGLEICHUNGEN

11.5 Erzeugende Funktionen

Inhomogene Di � erenzengleichung:

a � x(k) + b � x(k � 1) + c � x(k � 2) + � � � = f (k)

Für jedesk kann man eine Gleichung bilden:

k = 2 : a � x(2) + b � x(1) + c � x(0) + : : : = f (2)
k = 3 : a � x(3) + b � x(2) + c � x(1) + : : : = f (3)
k = 4 : a � x(4) + b � x(3) + c � x(2) + : : : = f (4)

: : :

Mit s; s2; s3; : : : multiplizier en und addieren:

a � x(2) � s+ b � x(1) � s+ c � x(0) � s+ : : : = f (2) � s

a � x(3) � s2 + b � x(2) � s2 + c � x(1) � s2 + : : : = f (2) � s2

a� x(4) � s3 + b � x(3) � s3 + c � x(2) � s3 + : : : = f (2) � s3

: : : = : : :

ergibt
1X

k=2

x(k) � sk� 1 +
1X

k=1

x(k) � sk +
1X

k=0

x(k) � sk+1 =
1X

k=1

3k+1 � sk

und wir d dann dur ch dieseerzeugendeFunktion ausgedrückt:

f (s) =
1X

k=0

x(k) � sk
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12 GRENZWERTE

12 Grenzwerte

12.1 De�nitionen

12.1.1 De�nition 1

a 2 R heisst Grenzwert der Folge fangn2N , wenn zu jeder beliebig kleinen reellen Zahl " > 0
eine natürliche Zahl N(" ) 2 N so existiert, dass

jan � aj < " für alle n > N(" )

Man sagt auch, dass die Folge fangn2N gegen a konvergiert, oder wenn die Folge einen
Grenzwert hat, heisst sie konvergent.

Gibt eskeine solcheZahl a. so heisst die Folge diver gent.

12.1.2 De�nition 2

a 2 R heisst Grenzwert der Folge fangn2N , wenn für jede beliebige � -Umgebungen gilt:
Innerhalb der � -Umgebungen liegen unendlich viele Folgenglieder, ausserhalb nur endlich
viele.

12.1.3 De�nition 3

Zwei Folgen fangn2N ; fbngn2N heissengleich, wenn an = bn; 8n 2 N .
Wenn die eine konvergiert, so konvergiert auch die andere und die Grenzwerte stimmen
überein.

12.2 Grundoperationen mit 1 Folgen

12.2.1 Grundoperationen

ˆ Zwei Folgen können gliedweise addiert oder subtrahiert werden

ˆ Eine Folge kann mit einem Skalar multipliziert werden

ˆ Zwei Folgen können gliedweise multipliziert werden.

ˆ Siekönnen sogar auch gliedweise dividiert werden!
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13 GRENZWERTE VON FUNKTIONEN

12.2.2 Rechengesetzef ür konvergente Folgen

fangund fbngsind zwei konvergente Folgen.

lim
n!1

an = lim
n!1

bn ) lim
n!1

janj = lim
n!1

jbnj

lim c � an = c � lim an

lim (an � bn) = lim an � lim bn (Nur wenn der GW existiert)

lim (an � bn) = lim an � lim bn

lim
� an

bn

�
=

lim an

lim bn
, falls bn , 0 und lim bn , 0

lim p
p

an = p
p

lim an , falls an > 08 2 N und p 2 N

13 Grenzwerte von Funktionen

13.1 Stetigkeit

De�nition 1 Eine Funktion f (x) heisst stetig an der Stellex0 2 D f , wenn gilt:

lim
x! x0

f (x) = f (x0)

De�nition 2 Eine Funktion f : D f ! R heisst stetig auf D f , wenn sie an jeder Stelle x0 2 D f

stetig ist.

De�nition 3 f (x) konvergiert gegen die Zahl F für x ! 1 , d.h. lim x! +1 f (x) = F, falls sich
für jede beliebige kleine Toleranz " > 0 eine Schrankex0 �nden lässt, so dass j f (x) � Fj < "
für alle x > x0.

13.2 Grenzwert Beispiele

lim
n!1

1
n

= 0 (Nullfolge)

lim
n!1

2 � n
n + 1

= lim
2

1 + 1
n

= 2

f (x) =
� 4x � 12
5x + 111

�
! lim =

4
5

f (x) =
� x � 1
2x + 1

� 6

! lim =
� 1
2

� 6

=
1
64

Babylonischer Algorithmus (Radizieren)

lim
n!1

Wn =
p

(x)

Wn+1 =
1
2

(Wn +
x

Wn
)

Wn+1 �
p

(x) < Wn � Wn+1
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14 FUNKTIONEN

14 Funktionen

14.1 Schnittwinkel zweier Funktionen in R2

m1: Steigung von f (x)1

m2: Steigung von f (x)2

� : Windel zwischen den beiden Steigungen m1 und m2

tan(� ) =
m1 � m2

1 + m1 � m2

14.2 Schreibweisen

f (x)g(x) = exp(g(x) � ln( f (x)))

Reziproke:
�
f (x)

� � 1 =
1

f (x)

Inverse (Umkehr ung): f � 1(x)

14.3 Exponentialfunktion

exp(x + y) = exp(x) � exp(y)

exp(0) = 1

exp(1) = e

exp(� x) =
1

exp(x)
ln(e) = 1

ln(exp(x)) = x

exp(ln(x)) = x

exp� 1(x) = ln(x)

Cx = exp(x � ln(C))

ex = exp(x � ln(e)) = exp(x)

xC = exp(C � ln(x))

np x = x
1
n = exp

� 1
n

� ln(x)
�
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14 FUNKTIONEN

14.4 Hyperbolische Funktionen

sinh(x) =
ex � e� x

2
; x 2 R

cosh(x) =
ex + e� x

2
; x 2 R

tanh(x) =
ex � e� x

ex + e� x ; x 2 R

coth(x) =
1

tanh(x)
; x 2 R nf0g

14.4.1 Eigenschaften

tanh(x) =
sinh(x)
cosh(x)

sinh(x) + cosh(x) = ex

cosh(x) � sinh(x) = e� x

cosh2(x) � sinh2(x) = 1

sinh(2x) = 2sinh(x) cosh(x)

14.5 Area Funktionen

TODO

14.6 Kurven Funktionen

Gerade : y = mx + q

Geradedur ch (xp=yp) : y � yp = m(x � xp)

Kreis mit Mittelpunkt (0=0) : x2 + y2 = r2

Kreis (allgemein) : (x � xc)2 + (y � yc)2 = r2

Ellipse mit Achsen a, b und Mittelpunkt (0=0) :
x2

a2
+

y2

b2
= 1

Parabel : y = ax2 + bx+ c

14.7 Inverse einer Funktion

Jedestreng monoton wachsende oder fallende Funktion ist umkehrbar. Das heisst, jeder
Funktionswert ist genau einmal vorhanden und jede Steigung an die Kurve ist einmal
vorhanden.
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14 FUNKTIONEN

( f � 1)0(x) =
1

f 0( f � 1(x))

Dieser Zusammenhang folgt daraus, dassdie Tangentensteigung an einen Punkt von f (x1)
dem Kehrwert der Tangentensteigung von f � 1(x1) entspricht. Dies ist aus der Spiegelung
der Tangentean der Winkelhalbier enden ersichtlich.
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15 ABLEITUNGEN

15 Ableitungen

15.1 Eigenschaften

C0 = 0

x0 = 1

exp0(x) = exp(x)

ln0(x) =
1
x

sin0(x) = cos(x)

cos0(x) = � sin(x)

tan0(x) =
1

cos2(x)
= 1 + tan2(x)

cot0(x) = �
1

sin2(x)
= � (1 + cot2(x))

arcsin0(x) =
1

p
1 � x2

; jxj < 1

arccos0(x) = �
1

p
1 � x2

; jxj < 1

arctan0(x) =
1

1 + x2
; x 2 R

sinh0(x) = cosh(x)

cosh0(x) = sinh(x)

tanh0(x) =
1

cosh2(x)

coth0(x) = �
1

sinh2(x)

15.2 Häu�ge Ableitungen

(Cx)0 = C

(Cx)0 = Cx � ln(C)

(aCx)0 = (Cln(a))aCx

(xn)0 = nxn� 1; n 2 R

(xx)0 = (ln(x) + 1) � xx

(exp(Cx))0 = cexp(Cx)

(loga(x))0 = (loga(e))
1
x

=
1

x ln(a)
� 1
x

� 0

= �
1
x2

np x
0

=
1
n

�
n
p

x
x
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15 ABLEITUNGEN

15.3 Regeln

15.3.1 Summenregel

( f (x) + g(x))0 = f 0(x) + g0(x)

15.3.2 Produktregel

( f (x) � g(x))0 = f 0(x) � g(x) + f (x) � g0(x)

15.3.3 Kettenregel

( f � g(x))0 = ( f (g(x)))0 = f 0(g(x)) � g0(x)

Beispiel:

f (x) = e
p

cos(1� x2)

v = v(x) = 1 � x2 ) d
dxv(x) = � 2x

u = u(v) = cosv ) d
dvu(v) = � sin v

w = w(u) =
p

u ) d
duw(u) = 1

2
p

u

y = g(w) = ew ) d
dw g(w) = ew

f 0(x) = e
p

cos1� x2
�

1

2 �
p

cos(1 � x2)
� � sin (1 � x2) � 2x

15.3.4 Quotientenregel

 
f (x)
g(x)

! 0

=
f 0(x)g(x) � f (x)g0(x)

g2(x)
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15 ABLEITUNGEN

15.4 Logarithmische Ableitung

f 0(x)
f (x)

=
�
ln

�
f (x)

� �0

Beispiel:

y = xsin x

ln y = ln xsinx

ln y = sin x � ln x
1
y

� y0 = cosx � ln x +
1
x

� sin x

y0

y
=

x � cosx � ln x + sin x
x

y0 =
y(x � cosx � ln x + sin x)

x

y0 =
xsinx(x � cosx � ln x + sin x)

x
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16 INTEGRALE

16 Integrale

16.1 Integrationsmethoden

16.1.1 Integration durch Substitution

Beispiel

Z p
x2 � x(2x � 1)dx

1. Substitutionsgleichungen

u = x2 � x
du
dx

= 2x � 1

du = (2x � 1)dx

dx =
du

2x � 1

2. Integralsubstitution

Z
p

u � (2x � 1)
du

2x � 1

3. Integration

Z
p

u � (2x � 1)
du

2x � 1
=

Z
u

1
2 du =

2
3

u
3
2 + C

4. Rücksubstitution

2
3

u
3
2 + C =

2
3

(x2 � x)
3
2 + C
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16 INTEGRALE

16.1.2 Partielle Integration (Produktintegration)

Z
f (x) � g0(x)dx = f (x) � g(x) �

Z
f 0(x) � g(x)dx

Beispiel

Z
x2

| {z }
g0(x)

ln(x)
| {z }

f (x)

dx

= ln(x)
| {z }

f (x)

�
x3

3| {z }
g(x)

�
Z

1
x| {z }

f 0(x)

�
x3

3| {z }
g(x)

dx

= ln(x) �
x3

3
�

Z
x2

3
dx

= ln(x) �
x3

3
�

x3

9
+ C
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16 INTEGRALE

16.2 Spezielle unbestimmte Integrale

Im Folgenden: Integrationskonstanten weggelassen

Z

xndx =
1

n + 1
� xn+1; n , � 1

Z
ecxdx =

1
c

� ecx

Z

acxdx =
1

c � ln(a)
� acx

Z
ln(x)dx = x(ln(x) � 1)

Z
loga(x)dx = x(loga(x) � loga(e))

Z
1
x

dx = log(x)
Z

1
x2

dx = �
1
x

Z
1
xn dx = �

1
xn� 1

�
1

n + 1
(c , 1)

Z
x � sin(ax)dx =

sin(ax)
a2

�
x � cos(ax)

a
Z

sin(ax+ b)dx = �
1
a

cos(ax+ b)
Z

cos(ax+ b)dx =
1
a

sin(ax+ b)
Z

1
sin(x)

dx = ln
�
tan

� x
2

� �

Z
1

cos(x)
dx = ln

�
tan

� x
2

+
�
4

��

Z
sin2(x)dx =

1
2

(x � sin(x) cos(x))
Z

cos2(x)dx =
1
2

(x + sin(x) cos(x))
Z

1
ax+ b

dx =
1
a

� ln(ax+ b)
Z

ax+ b
cx+ d

dx =
ax+ b

c
�

ad� bc
c2

� ln(cx+ d)
Z

1
x2 + a2

dx =
1
a

arctan
� x

a

�

Z
1

x2 � a2
dx =

1
2a

ln
� x � a
x + a

�

Z p
a2 + x2dx =

x
2

�
p

a2 + x2 +
a2

2
ln

�
x +

p
a2 + x2

�

Z p
a2 � x2dx =

x
2

�
p

a2 � x2 +
a2

2
arcsin

� x
jaj

�

Z p
x2 � a2dx =

x
2

�
p

x2 � a2 �
a2

2
ln

�
x +

p
x2 � a2

�
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17 KURVENDISKUSSION UND EXTREMALAUFGABEN

17 Kurvendiskussion und Extremalaufgaben

17.1 De�nitionsbereich und Randpunkte

Für die Bestimmung einesDe�nitionsbereichs gilt ganz allgemein:
Nennermuss ungleich Null sein.
Logarithmandmuss grösserNull sein.
Wurzelradikandmuss grösseroder gleich Null sein.

Beispiele für die Angabe einesDe�nitionsber eichs:

D f = [a;b] aund b sind Randpunkte von D f (also inklusive)
D f = R n f1g (Ganzer R ohne 1, Randpunkte von D f : �1 , 1, 1 )
D f = fx 2 Rjx < 0 [ x > 2g (Ganzer R ohne (0;2).)

Randpunkte können auch auftreten bei:
� einer Unstetigkeit (Sprung) von f 0. Die Kurve hat einen Knick.
� einer Unstetigkeit (Sprung) von f 00

17.2 Nullstellen

Nullstellen sind stellen, wo f (x) = 0 ist und x im De�nitionsber eich D f liegt.

17.3 Extrema

Maximum: f 0(x) = 0 und f 00(x) < 0
Minimum: f 0(x) = 0 und f 00(x) > 0

Globales Max- bez. Minimum muss 'von Hand' aus den obigen lokalen Extremalstellen
bestimmt werden! Auch hier gilt, dassessich nur um ein Extrema handeln kann, wenn x im
De�nitionsber eich D f liegt.

17.4 Monotonie

Die strengeMonotonie bedeutetein dauerndesAnwachsenderFunktionswert efür zunehmendes
x, während bei der einfachen Monotonie auch Gleichheitszeichen zugelassenwerden (Sat-
telpunkt).
Die 1.Ableitung y0 = f 0(x) ist die Steigung der Kurventangente und bestimmt somit das
Monotonie-Verhalten der Funktion:

y0 = f 0(x) > 0 : monoton wachsend
y0 = f 0(x) < 0 : monoton fallend
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17 KURVENDISKUSSION UND EXTREMALAUFGABEN

17.5 Symmetrie

Die Symmetrie kann dur ch zwei Arten nachgewiesenwerden:

Symmetriebedingung
Der Graph irgendeiner Funktion f ist symmetrisch zur Geraden mit x = a (horizontale),
wenn f (a+ d) = f (a � d) für alle d 2 R mit a+ d;a � d 2 D f .

Gerade Funktionen
...

17.6 Pole

Ein Pol ist eine 'bösartige' De�nitionsl ücke. Nähert man sich der dieser Stelle, so strebt der
Funktionswert gegen+1 oder �1 .
Wenn die Ann äherung von beiden Seitenher in die GleicheRichtung geht, nennt man diesen
einen geraden, ansonsteneinen ungeraden Pol.

17.7 Asymptoten

17.7.1 Vertikale Asymptote

Bei der Betrachtung einesRandpunkts a:

lim
x! a+

f (x) = �1 oder lim
x! a�

f (x) = �1

17.7.2 Horizontale Asymptote

Die Gerade y = c ist eine horizontale Asymptote der Kurve y = f (x), wenn gilt:

lim
x! +1

f (x) = c oder lim
x!�1

f (x) = c

17.7.3 Schiefe Asymptote

Die Gerade y = mx + c ist eine schiefeAsymptote, wenn gilt:

m = lim
x! +1

f 0(x) oder m = lim
x!�1

f 0(x)

c = lim
x! +1

f (x) � mx oder m = lim
x!�1

f (x) � mx

m , 0 und lim
x! +1

( f (x) � mx � c) = 0 oder lim
x!�1

( f (x) � mx � c) = 0
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17 KURVENDISKUSSION UND EXTREMALAUFGABEN

Die schiefe Asymptote lässt sich bei einer gebrochen rationalen Funktion dur ch Polynom-
Division ermitteln:

Beispiel:

y =
0:5x2 � x + 0:5

x + 1

y = (0:5x2 � x + 0:5) : (x + 1) = 0:5x � 1:5 +
2

x + 1

Die Asymptote im Unendlichen lautet daher: y = 0:5x � 1:5

17.8 Wendepunkt

In einem Wendepunkt ändert sich die Art der Kurvenkr ümmung. Die Kurve geht dort von
einer Links- in eine Rechtskurve über oder umgekehrt.
Die Bedingung lautet:

f 0(x) , 0 und f 00(x) = 0 und f 000(x) , 0

17.9 Sattelpunkt / Terassenpunkt

Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit waagrechter Tangente. Die hinr eichendeBedingung
lautet daher:

f 0(x) = 0 f 00(x) = 0 f 000(x) , 0

17.10 Konvexit ätsbereiche

Die 2.Ableitung y00= f 00(x) bestimmt das Kr ümmungs-Verhalten der Funktion:

y00= f 00(x) > 0 : Linkskr ümmung (konvexe Kr ümmung)
y00= f 00(x) < 0 : Rechtskrümmung (konkave Kr ümmung)
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18 AUSGLEICHSRECHNUNG

18 Ausgleichsrechnung

18.1 Ausgleichs- oder Regressionskurven

Bestimmung der Parameter a;b; c; : : : einer Kurvengleichung mit Hilfe des GausschenNor -
malsystems:

AT � A �

0
BBBBBBBB@

a
b
:::

1
CCCCCCCCA

= AT � ~y

Matrix A:

1. Spalte: Faktoren von a (X-Positionen an denen gemessenwur de)
2. Spalte: Faktoren von b (1:0)
: : :

Vektor ~y:

GemesseneY-Werte an den X-Positionen

18.2 Beispiel

Kurventyp:
Gerademit y = mx + q

Messwerte:

x: 1.0 2.0 3.0
y: 0.48 1.02 1.43

Gleichungssystem
8
>>><
>>>:

0:48 = 1:0 � m + 1:0 � q
1:02 = 2:0 � m + 1:0 � q
1:43 = 3:0 � m + 1:0 � q

Matrix A:

A =

0
BBBBBBB@

1:0 1:0
2:0 1:0
3:0 1:0

1
CCCCCCCA

Vektor ~y:

~y =

0
BBBBBBB@

0:48
1:02
1:43

1
CCCCCCCA

Normalsystem:

AT � A �

 
m
q

!

= AT � ~y

 
1:0 2:0 3:0
1:0 1:0 1:0

!

�

0
BBBBBBB@

1:0 1:0
2:0 1:0
3:0 1:0

1
CCCCCCCA

�

 
m
q

!

=

 
1:0 2:0 3:0
1:0 1:0 1:0

!

�

0
BBBBBBB@

0:48
1:02
1:43

1
CCCCCCCA

 
14:0 6:0
6:0 3:0

!

�

 
m
q

!

=

 
6:81
2:93

!

Lösung:

rref

 
14:0 6:0 6:81
6:0 3:0 2:93

!

=

 
1 0 0:475
0 1 0:027

!

)
m = 0:475
q = 0:027
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19 INTERPOLATIONSPOLYNOME

19 Interpolationspolynome

Problem: Von einer unbekannten Funktion (Kurve) sind n + 1 Kurvenpunkte (Stützpunkte)
bekannt.

Polynomansatz (Interpolationspolynom n-ten Grades):

y = a0 + a1x + a2x2 + : : : + anxn

19.1 Beispiel

Messwerte:

x: 1.0 2.0 3.0 4.0
y: 2.0 1.0 3.0 2.0

Gleichungssystem

a0 + a1 � 1:0 + a2 � 1:02 + a3 � 1:03 = 2:0

a0 + a1 � 2:0 + a2 � 2:02 + a3 � 2:03 = 1:0

a0 + a1 � 3:0 + a2 � 3:02 + a3 � 3:03 = 3:0

a0 + a1 � 4:0 + a2 � 4:02 + a3 � 4:03 = 2:0

Matrix A:

A =

0
BBBBBBBBBBB@

1:0 1:0 1:0 1:0
1:0 2:0 4:0 8:0
1:0 3:0 9:0 27:0
1:0 4:0 16:0 64:0

1
CCCCCCCCCCCA

Vektor ~y:

~y =

0
BBBBBBBBBBB@

2:0
1:0
3:0
2:0

1
CCCCCCCCCCCA

A � ~a = ~y

rref(Aj~y) ) ~a =

0
BBBBBBBBBBB@

12:0
� 16:5

7:5
� 1:0

1
CCCCCCCCCCCA

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5

y

x

Naeherungsfunktion
Punkte

Abbildung 2: Plot der Näherungsfunktion und der Messpunkte
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21 KOORDINA TENDARSTELLUNG

20 Elementare Vektoroperationen

20.1 Gesetze

Kommutativgesetz: ~a+ ~b = ~a+ ~b

Assoziativgesetz: (~a+ ~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c)

Nullvektor: ~a+ ~0 = ~a

Kehrwert: ~a+ (� ~a) = ~0

Subtraktion: ~a� ~b = ~a+ (� ~b)

20.2 Lineare Abh ängigkeit

Linear abhängig heisst, dur ch eine Linearkombination des / der anderen Vektors / Vektoren
ausdrückbar.

~a;~b linear unabhängig , x~a+ y~b = ~0 nur für x = y = 0

~a;~b linear abhängig ) ~a;~b parallel zu einer Gerade

~a;~b;~c linear unabhängig , x~a+ y~b+ z~c = ~0 nur für x = y = z = 0

~a;~b;~c linear abhängig ) ~a;~b;~c parallel zu einer Ebene

Vier Vektoren in einem Raum R3 sind immer linear abhängig.

20.3 Dreiecksungleichung

j~cj � j~aj + j~bj

21 Koordinatendarstellung

21.1 Länge / Betrag eines Vektors

TI-89: norm(v)Betrag von ~v: j~vj =
q

v2
x + v2

y + v2
z

21.2 Einheitsvektor

Vektor mit Richtung von ~v und Länge1:

TI-89: unitV(v)Einheitsvektor von ~v =
~v
j~vj
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22 SKALARPRODUKT

TI-89: dotp(a,b)22 Skalarprodukt

Zeichen Beschreibung

! Zwischenwinkel von ~aund ~b

~a� ~b = j~aj � j~bj cos! = axbx + ayby + azbz

cos! =
~a� ~b

j~aj � j~bj

22.1 Gesetze

Kommutativgesetz: ~a� ~b = ~b � ~a

Assoziativgesetz: ~a� (~b � ~c) , (~a� ~b) � ~c

Distributivgesetz: ~a� (~b+ ~c) = ~a� ~b+ ~a� ~c

Betrag: ~a� ~a = j~aj2

22.2 Orthogonalprojektion

PSfragreplacements

~b

!

~ba
a

Abbildung 3: Orthogonalpr ojektion

j~baj = j~bj cos!

~ba =
~a� ~b
j~aj2

~a

cos! =
~a� ~b

j~aj � j~bj

Spezialfall

~a � ~b = 0 , ~a?~b wenn ~a , ~0;~b , ~0
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23 GERADEN

23 Geraden

23.1 Parameterdarstellung

g :
��!
OX =

��!
OA + t~g t 2 R

g :

0
BBBBBBB@

x
y
z

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

ax

ay

az

1
CCCCCCCA

+ t

0
BBBBBBB@

gx

gy

gz

1
CCCCCCCA

23.2 Gegenseitige Lage zweier Geraden g und h

Zeichen Beschreibung
g;h Geraden
~g;~h Richtungsvektor en der Geraden

A;B Punkte auf g bzw. h

zusammenfallend

~gk~h, A 2 h

parallel

~g k ~h, A < h

~h = � ~g

schneiden sich

g \ h = fSg; ~g , ~h

Für
�!
OS =

��!
OA + t~g =

��!
OB + s~h sind s und t eindeutig bestimmbar.

windschief

~g , ~h, kein Schnittpunkt

Für
��!
OA + t~g =

��!
OB + s~h gibt eskeine Lösung.
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23 GERADEN

23.3 GeschlosseneVektorkette

Gesucht
Welchen Anteil von CEmacht CFaus, bzw. BFvon BD.

Lösung
GeschlosseneVektorkette mit Basisvektoren ausdrücken.
�!
BF+

�!
CF+

�!
FB = ~0

Basisvektoren bestimmen�!
AB = ~a��!
AC = ~b

Vektorketten anhand Basisvektoren ausdrücken�!
BC = � ~a+ ~b�!
CF = x �

�!
CE = x � (1

3 � ~a� ~b)
�!
FB = y �

��!
DB = y � (~a� 3

5 � ~b)

) � ~a+ ~b+ x � 1
3 � ~a � x � ~b+ y � ~a� y � 3

5 � ~b = ~0

~a� (1 +
1
3

� x + y)
|            {z            }

=0

+~b � (1 � x �
3
5

� y)
|            {z            }

=0

= ~0

Daraus ergibt sich ein lineares gleichungssystem aus welchen x und y berechnet werden
können (x = 1

2, y = 5
6).
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24 EBENE

24 Ebene

24.1 Parameterdarstellung

E

—

—
A

X

PSfragreplacements

~u

~v

Abbildung 4: Ebenemit Parameterdarstellung

E :
��!
OX =

��!
OA + s~u + t~v s; t 2 R

E :

0
BBBBBBB@

x
y
z

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

Ax

Ay

Az

1
CCCCCCCA

+ s

0
BBBBBBB@

ux

uy

uz

1
CCCCCCCA

+ t

0
BBBBBBB@

vx

vy

vz

1
CCCCCCCA

24.2 Ebenengleichung

Zeichen Beschreibung
~n Normalenrichtung

E

—

A

X

PSfragreplacements

~n

��!
AX � ~n = 0 ,

��!
OX � ~n �

��!
OA � ~n = 0

nxx + nyy + nzz = d

Für d=0: Ebenegeht dur ch (0,0,0)
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24 EBENE

24.3 Winkel zwischen Geraden g und Ebene E

Zeichen Beschreibung
� Neigungswinkel von g gegenE
' 90o � �

E

—

—

PSfragreplacements '
�

~g

~n

Abbildung 5: Winkel zwischen Geraden g und EbeneE

sin � =
j~n � ~gj

j~nj � j~gj
= cos'

24.4 Schnittwinkel zweier Ebenen

E
1

—
1

E
2

—
2

PSfragreplacements

�

�

~n

~n

Abbildung 6: Winkel zwischen EbeneE1 und EbeneE2

cos� =
~n1 � ~n2

j~n1j � j~n2j
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24 EBENE

24.5 Abstand Punkt - Ebene

Zeichen Beschreibung
a Abstand der EbeneE zum Punkt P
P Punkt mit Abstand azur Ebene
A beliebiger Punkt auf der Ebene
~n Normalenvektor der Ebene

E

—

A

a

P

PSfragreplacements

~n

!

Abbildung 7: Abstand Punkt - Ebene

a =
�!
AP � ~n

j~nj

a ist die Orthogonalpr ojektion von
�!
AP auf ~n
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25 VEKTORPRODUKT (KREUZPRODUKT)

25 Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

TI-89: crossP(a,b)—

—

—

PSfragreplacements

~a

~b

~v

!

Abbildung 8: Vektorpr odukt (Kreuzprodukt)

~v = ~a� ~b =

0
BBBBBBB@

aybz � azby

azbx � axbz

axby � aybx

1
CCCCCCCA

= det

��������

~e1 ~e2 ~e3

ax ay az

bx by bz

��������

Flächedes von ~a;~b aufgespannten Parallelogramms = j~vj:

j~vj = j~a� ~bj = j~aj � j~bj � sin !

Spezialfall

Ist das Vektorpr odukt gleich 0, so sind die Vektoren ~aund ~b parallel:

~a � ~b = 0 ) ~a k~b

25.1 Abstand einer Gerade g zu einem Punkt P

d = d(P; g) = j
�!
APj sin � =

j
�!
AP � ~gj

j~gj

25.2 Schnittgerade zweier Ebenen

Zeichen Beschreibung
~g Richtung der Schnittgeraden g

~n1 Normalenvektor der Ebene1 E1

~n2 Normalenvektor der Ebene2 E2

~g k ~n1 � ~n2

25.3 Gesetze f ür Vektorprodukte

antikommutativ: ~a � ~b = � ~b � ~a

im allgemeinen: (~a� ~b) � ~c , ~a� (~b � ~c)

distributiv: ~a� (~b+ ~c) = ~a� ~b+ ~a� ~c
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26 SPATPRODUKT (GEMISCHTESPRODUKT)

26 Spatprodukt (Gemischtes Produkt)

—

—

— h

PSfragreplacements

!

~a

~b

~c

~a� ~b

Abbildung 9: Spatprodukt

Grund� äche
A = j~a� ~bj

Höhe

h = j~cj � cos! =
(~a� ~b) � ~c

j~a� ~bj
= Orthogonalpr ojektion von ~c auf ~a� ~b

Volumen
V = A � h = [~a;~b;~c] = (~a� ~b) � ~c

26.1 Spatprodukt mit Koordinaten

[~a;~b;~c] = (~a� ~b) � ~c = ax(bycz � bzcy) + ay(bzcx � bxcz) + az(bxcy � bycx)

[~a;~b;~c] = det

��������

ax bx cx

ay by cy

az bz cz

��������

26.2 Gesetze f ür Spatprodukt

Zyklisch vertauschen: (~a;~b;~c) = (~b;~c;~a) = (~c;~a;~b)

Zwei vertauschen: (~a;~b;~c) = � (~b;~a;~c)

(~a;~b;~c+ ~d) = (~a;~b;~c) + (~a;~b; ~d)

26.3 Äquivalente Aussagen

ˆ [~a;~b;~c] = 0

ˆ ~a;~b;~c parallel zu Ebene

ˆ ~a;~b;~c lin. abhängig
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26 SPATPRODUKT (GEMISCHTESPRODUKT)

26.4 Abstand zweier windschiefer Geraden

Tip: Ebenen

F

H h

E
G g

d

H
0

G
0

PSfragreplacements

~g

~h

Abbildung 10: Abstand zweier windschiefer Geraden

Zeichen Beschreibung
g;h Geraden
~g;~h Richtungsvektor en von g und h

G;H Punkte auf g und h
E;F Parallele Ebenendur ch g und h

d Abstand der Geradeng, h bzw. der EbenenE,F
G0;H0 Fusspunkte

d =
��!
GH � �!nE

j�!nEj

�!nE = ~g � ~h

d =
��!
GH

~g � ~h

j~g � ~hj
=

[
��!
GH; ~g;~h]

j~g � ~hj

Fusspunkte

�� � �!
G0H0 = H0 � G0 = H + s� ~h � (G + t � ~g)

�� � �!
G0H0 k ~g � ~h

�� � �!
G0H0 = � �!nE ) 3 Gleichungen, 3 Unbestimmte s, t, �

G0 = G + t � ~g H0 = H + s� ~h
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27 Matrizen

27.1 Matrizen Theorie

27.1.1 De�nitionen

Dimension: m � n (m: Zeilenzahl, n: Spaltenzahl)
Transponierte AT: aT

i j = aji

Diagonalmatrix: di j = 0 für i , j

Einheitsmatrix: ei j =

(
1, wenn i = j
0, wenn i , j

Symmetrisch: A = AT

Schiefsymmetrisch: A = � AT

Spur: Summe der Diagonalelemente: Sp(A) = a11 + a22 + : : : + anm

Rang: Anzahl linear unabhängiger Zeilen
Orthogonale Matrizen: On � Gln(R);A � 1 = AT;A � AT = E = AT � A

27.1.2 Operationen

Addition von Matrizen:

Komponentenweise:
A + B = kai jk + kbi jk = kai j + bi jk

Multiplikation von Matrizen:

(AB)i j =
nX

k=1

(A)ik(B)kj

Ist A eine m � n - Matrix und B eine n � p - Matrix dann ist die Produktmatrix C eine
m � p - Matrix. Das Element ci j, also das Element in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der
Produktmatrix berechnet sich aus dem Skalarprodukt der i-ten Zeile von A und der j-ten
Spaltevon B.

A � B =

0
BBBBBBBBBBBBBB@

a11 : : : a1n
: : : : : : : : :
: : : : : : : : :
: : : : : : : : :
am1 : : : amn

1
CCCCCCCCCCCCCCA

5� 3

�

0
BBBBBB@

b11 b12 : : : b1p
: : : : : : : : : : : :
bn1 : : : : : : bnp

1
CCCCCCA

3� 4

=

0
BBBBBBBBBBBBBB@

P n
j=1 A1j (B) ji : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCA

5� 4

Skalare Multiplikation:

cA = ckai jk = kcai jk

Weitere Regeln:

� A = k � ai jk

A � B = kai jk � kbi jk = kai j � bi jk
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27.1.3 Eigenschaften der Matrixoperationen

Regeln der Addition

1. A + (B + C) = (A + B) + C [Assoziativgesetz]
2. A + B = B + A [Kommutativgesetz]
3. A + 0 = A = 0 + A
! kommutativesMonoid (Struktur mit Regel1-3)

Regeln der Negation

4. A � A = 0
! kommutativeGruppe(Struktur mit Regeln1-4)

Regeln der Multiplikation mit Skalaren

5. r(sA) = (rs)A
6. 1A = A

Verträglichkeitsregeln zwischen Addition und Multiplikation mit Skalaren

7. r(A + B) = rA + rB
8. (r + s)A = rA + sA
! Vektorraum(Struktur mit Regeln1-8)

Regeln der Multiplikation

9. A � (B � C) = (A � B) � C
10. A � E = A = E � A
! Monoid (Struktur mit Regeln9+10)

Verträglichkeitsregeln zwischen Addition und Multiplikation

11. A � (B + C) = (A � B) + (A � C)
12. (B + C) � A = (B � A) + (C � A)
! Ring (Struktur mit Regeln1-4+ 9-12)

Verträglichkeitsregeln zwischen Multiplikation mit Skalaren und Multiplikation

13. r(A � B) = (rA) � B = A � (rB)
! Algebra(Struktur mit Regeln1-13)

Verträglichkeitsregeln zwischen Transponieren und den Grundoperationen

14. 0T = 0
15. ET = E
16. ((A)T)T = A
17. (A + B)T = AT + BT

18. (rA)T = rAT

19. (A � B)T = BT � AT Achtung: A und B vertauscht!

Regeln der Potenz

20. Ar � As = Ar+s

21. (Ar)s = Ar�s

Regeln der Inversen
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22. Zu A , 0 gibt esein Inverses
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27 MA TRIZEN

27.2 Inverse einer Matrix

Ist A eine reguläre Matrix, so hat sie auch eine Inverse. Ein Matrix A heisst regulär, wenn

D =
�����

a11 a12

a21 a22

����� , 0

In Worten: Die Systemdeterminante der quadratischen Matrix ist ungleich 0.

Eine Matrix hat eine Inverse, wenn (äquivalente Aussagen):

ˆ A � 1 existiert

ˆ Rang(A) = n

ˆ A~x = ~b hat für jeden~b genau eine Lösung ~x = A � 1~b

Ein Matrix A multipliziert mit ihrer Inversen A � 1 ergibt die Einheitsmatrix E.
A � A � 1 = E

Die Inversen einer Matrix können wie folgt berechnetwerden.

A =

"
a b
c d

#

! A � 1 =
1

ad� bc

"
d � b

� c a

#

A =

2
6666664

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

3
7777775 ! A � 1 =

2
6666664

a22a33 � a23a32 a13a32 � a12a33 a12a23 � a13a22
a23a31 � a21a33 a11a33 � a13a31 a13a21 � a11a23
a21a32 � a22a31 a12a31 � a11a32 a11a22 � a12a21

3
7777775

a11(a22a33 � a23a32) � a12(a21a33 � a23a31) + a13(a21a32 � a22a31)

Dies kann dur ch die Erweiter ung mit der Einheitsmatrix errechnetwerden. Die quadratische
Matrix mit der gleichdimensionale Einheitsmatrix erweitern und mit dem Gaussalgorithmus
dur chrechnen.

A =

2
66666664

a11 a12 a13 1 0 0
a21 a22 a23 0 1 0
a31 a32 a33 0 0 1

3
77777775

Nach dem Gaussalgorithmus ist die Einheitsmatrix auf der linken Seiteund die rechteSeite
entspricht der inversen Matrix.
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27.3 Diagonalisierbarkeit

Eine n � n Matrix heisst diagonalisierbar, wenn sie in der Form

A = PDP� 1

geschriebenwerden kann.

D: n � n Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A als Eintr äge.
P: Invertierbar e n � n Matrix bestehendaus den Eigenvektoren der Eigenwerte in D

D = P� 1AP

A2 = PD P� 1 � P|  {z  }
E

DP� 1 = PD2P� 1

Am = PDmP� 1
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27.4 Pivotstrategie

27.5 LR-Zerlegung

27.6 Beispiele

27.6.1 Leslie Matrix (Populationsmatrix)

Die Leslie Matrix wir d zur Berechnung der Bevölkerungsentwicklung gebraucht.

Voraussetzungen:
- Eswerden nur Weibchen aus der Population betrachtet
- Die Population ist in drei Altersgr uppen unterteilt
- Essind Anfangswerte für die Population vorhanden.

Zeichen Beschreibung
Pi Überlebensrate für die Altersgr uppe i
Fi Geburtenrate für die Altersgr uppe i

��!
x(k) Vektor der Anzahl WeibchennachAltersklassen

nach k Perioden
x(k)

i Anzahl Weibchen in der Altersklasse i nach k
Perioden

��!
x(k) =

0
BBBBBBBB@

x(k)
1

x(k)
2

x(k)
3

1
CCCCCCCCA

x(k)
1 = F1x(k� 1)

1 + F2x(k� 1)
2 + F3x

(k� 1)
3

x(k)
2 = P1x(k� 1)

1

x(k)
3 = P2x(k� 1)

2

Daraus Folgt die Matrizenschreibweise (Leslie Matrix):

0
BBBBBBBB@

x(k)
1

x(k)
2

x(k)
3

1
CCCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

F1 F2 F3

P1 0 0
0 P2 0

1
CCCCCCCA

0
BBBBBBBB@

x(k� 1)
1

x(k� 1)
2

x(k� 1)
3

1
CCCCCCCCA
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27.6.2 Input-Output-Modell von Leontie �

Das Systembestehtaus folgenden Teilen:

Zeichen Beschreibung
~x Bruttopr oduktionsvektor
E Einheitsmatrix in der Dimension der Produk-

tionsverbrauchsmatrix
~d Nachfragevektor

N Nettopr oduktionsmatrix
N � ~x = Nettopr oduktionsvektor

V Produktionsverbrauchsmatrix
V � ~x = Produktionsverbrauchsvektor

Um die Abh ängigkeiten der verschiedenen Sektoren aufzuzeigen, braucht man eine Input-
Output Matrix. JederSpaltewir d ein SektordesSystemszugeordnet. DieseSpaltebeschreibt
den Output des Sektors. Hier der Aufbau einer typischen Input-Output Matrix.

aus aus aus
Sektor 1 Sektor 2 Sektor 3

Sektor 1 verbraucht einen Input von 0.02 0.23 0.08
Sektor 2 verbraucht einen Input von 0.15 0.02 0.05
Sektor 3 verbraucht einen Input von 0.01 0.01 0.01

Die zugehörige Matrix V wäre aus diesem System(Vorsicht: transformieren!) :

V =

0
BBBBBB@

0:02 0:15 0:01
0:23 0:02 0:01
0:08 0:05 0:01

1
CCCCCCA

Diese Matrix V ist also die Input-Output Matrix des Systems. Diese dr ückt aus wieviel
Output von jedem Sektor von einem anderen Sektor verbraucht wur de. Ein Teil desOutputs
wir d aber für den Konsumenten gebraucht. Diese Nachfrage des Konsumenten wir d in der
Matrix (Vektor) ~d geschrieben.

~d =

0
BBBBBB@

Nachfrage Sektor 1
Nachfrage Sektor 2
Nachfrage Sektor 3

1
CCCCCCA

Nettoprodution (Nachfrage)

~x � V � ~x = ~d

Nettoproduktionsmatrix N

N = E � V

Nettopr oduktion soll / muss gleich der Nachfrage sein:

N � ~x = ~d

Zusammenstellung der Gesetze:

E � ~x � V � ~x = ~d
(E � V) � ~x = ~d
~x = (E � V)� 1 � ~d
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27.6.3 Stochastische Matrizen (Übergänge)

StochastischeMatrizen sind Übergangsmatrizen, die angeben wie sich ein Grössenvektor
von einem Zeitpunkt zum nächstenändert.

Zeichen Beschreibung
M StochastischeMatrix

A0;B0 Anfangsbestände in A und B
A1;B1 Besẗande in A und B nach einer Periode
At;Bt Besẗande in A und B nach t Perioden

t Anzahl Perioden

M �

 
A0

B0

!

=

 
A1

B1

!

M t �

 
A0

B0

!

=

 
At

Bt

!

Folgende Rechnung besagt,dass 15% von A nach B übergehen während 3% von B nach A
wechseln. Die Ausgangswerte waren: A0 = 500und B0 = 200.

von von
A B

nach A 0.85 0.03
nach B 0.15 0.97

) M =

 
0:85 0:03
0:15 0:97

!

 
0:85 0:03
0:15 0:97

!

�

 
500
200

!

=

 
446
754

!

Folglich ist der neue Bestandnach einer Periode: A1 = 446und B1 = 754.

27.6.4 Inzidenz Matrizen (Beziehungen)

Inzidenz Matrizen sind Beziehungsmatrizen,die Beziehungenzwischen Dingen oder Parteien
angeben. Zeilen und Spalten repräsentieren die Parteien. Bestehteine Beziehung wir d eine
1 sonst eine 0 in die Matrix eingetragen.

1

2

3

4

1

2

3

4

1

2

3

4

Beziehungen über eine Strecke: A =

0
BBBBBBBBBB@

0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 0

1
CCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBB@

0 0 1 1
0 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 0

1
CCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBB@

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1
CCCCCCCCCCA

Beziehungen über zwei StreckenA2 =

0
BBBBBBBBBB@

1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 0
0 0 0 3

1
CCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBB@

2 2 0 0
2 2 0 0
0 0 2 2
0 0 2 2

1
CCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBB@

3 2 2 2
2 3 2 2
2 2 3 2
2 2 2 3

1
CCCCCCCCCCA
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27.6.5 Stromkreise

Aufgr und der Kir chho� schenGesetzekönnen Ströme in Schaltkreisenberechnetwerden.

I
1

241

1

I
3

I
2

30V

A

B

Zeichen Beschreibung
~I Stromvektor
~U Spannungsvektor
A Wiederstandsmatrix

0 � I1 + 4 � I2 + 2 � I3 = 30 rechteMasche

2 � I1 � 4 � I2 + 0 � I3 = 0 linke Masche

1 � I1 + 1 � I2 � 1 � I3 = 0 Knoten A

In Matrizenschreibweise:

A � ~I = ~U

0
BBBBBBB@

0 4 2
2 � 4 0
1 1 � 1

1
CCCCCCCA

�

0
BBBBBBB@

I1

I2

I3

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

30
0
0

1
CCCCCCCA

A � ~I = ~U

A � 1 � A|   {z   }
E

�~I = A � 1 � ~U

E � ~I = A � 1 � ~U
~I = A � 1 � ~U

~I = A � 1 �

0
BBBBBBB@

30
0
0

1
CCCCCCCA
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28 Determinanten

28.1 De�nition

Skalar, der Informationen über eine Matrix gibt (z.B. über Invertierbarkeit).

Nur für quadratische Matrizen de�niert.

28.2 Determinante einer 2 � 2 Matrix

D = det A2� 2 =
�����

a11 a12

a21 a22

����� = a11a22 � a21a12

28.3 Determinante einer 3 � 3 Matrix

D = det A3� 3 =

��������

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

��������

Entwicklung nach erster Zeile:

D = a11(a22a33 � a23a32) � a12(a21a33 � a23a31) + a13(a21a32 � a22a31)

Regelvon Sarrus:

D = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 � a11a23a32 � a12a21a33 � a13a22a31

28.4 Regeln

ˆ Ist A eine dreiecksförmige Matrix: det A =
Q n

i=1 aii = a11 � a22 � : : : � ann

ˆ Entsteht B dur ch Austausch zweier Zeilen in A: det B = � det A

ˆ Entsteht B dur ch Skalierung einer Zeile von A mit k: det B = k � det A

ˆ Entsteht B dur ch Addition einesVielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile: det B =
det A

28.5 Eigenschaften

ˆ A ist invertierbar , det A , 0

ˆ det(AB) = det A � det B

ˆ det AT = det A

ˆ A ist invertierbar ) det A � 1 = 1
det A

ˆ det A , det(rref(A))
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28.6 Cramersche Regel

Erkl ärung der CramerschenRegelanhand einesLinearen Gleichungssystemsmit zwei Vari-
ablen.

a11x + a12y = b1

a21x + a22y = b2

Um ein Gleichungssystem mit der Cramerschen Regeln zu berechnen, benötigt man die
Systemdeterminante und die Variablendeterminanten:

DN =
�����

a11 a12

a21 a22

����� System-oder Koe� zientendeterminante

D1 =
�����

b1 a12

b2 a22

����� 1. Determinante

D2 =
�����

a11 b1

a21 b2

����� 2. Determinante

Um die Variablen-Determinante zu bestimmen, kann einfach der Variablen-Vektor
mit dem Lösungsvektor ersetzt werden.

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann eindeutig lösbar, wenn die Systemdetermi-
nante DN , 0 ist:

Lösung x: x = D1
DN

Lösung y: y = D2
DN

Lösungsdiskussion einesGleichungssystem mit der CramerschenRegel:

Voraussetzungen
1 Lösung DN , 0
1 - Lösungen DN = 0 und D1 = 0 und D2 = 0
Keine Lösung DN = 0 und ( D1 , 0 oder D2 , 0 )

Für DN = 0 gilt: Koe� zientendeterminante ist nicht invertierbar .
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29 Lineare Gleichnungssysteme

29.1 Gaussverfahren

Ziel: Matrix auf die reduzierte Dreiecksform (RREF)zu bringen.

Operationen

ˆ Vertauschenvon Gleichungen (Zeilen/Spalten)

ˆ Addier en einesVielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung

Rechenaufwand
n3

3 + n2 � n
3 wesentliche Operationen

29.2 Vertr äglichkeitsbedingung

29.3 Eigenschaften

ˆ freie Parameter: Spalten,die in der RREFkein Pivotelement haben

ˆ Rang(A) (rank) :
= Anzahl Nicht Nullzeilen in der RREF
= Anzahl Pivotelemente in der RREF
= Anzahl Grundvariablen
= Anzahl lin. unabhängiger Zeilen in A

ˆ Null(A) (Rangdefekt, nullity) :
= Ergänzung des Rangeszur Anzahl Spalten
= Anzahl freier Variablen

~x = � 1(
:::) + � 2(

:::) + : : : + � d(
:::)

|                          {z                          }
allg. Lsg. des homogenen Gl. Syst.

+ ~c| {z }
Inhomogenit ät

Die Inhomogenit ät ist eine Lösung des homogenen Gleichungssystem.
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29.4 Lösbarkeit von Gleichungssystemen

Zeichen Beschreibung
n Anzahl Spalten der Matrix (= Anz. Unbes-

timmte) A
A Matrix A
~x Unbestimmten Vektor
~b Lösungsvektor

Ein Gleichungssystem ist lösbar, wenn (äquivalente Aussagen):

ˆ A � ~x = ~b ist konsistent (lösbar)

ˆ Rang(Aj~b) = Rang(A)

ˆ in rref(A) gibt eskeine Zeile, deren einziges nicht verschwindendes Element sich in der
letzten Spaltebe�ndet.

Rang(A) = n 1 Lösung, 1 Unbestimmte
Rang(A) < n 1 Lösungen, Anzahl frei wählbare Unbestimmte: n � Rang(A)

29.4.1 Beispiel f ür 1 Lösungen:

Aj~b =

0
BBBBBBB@

1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCCCCCCA

Rang(A) = Rang(Aj~b) = 1 < n ) 1 Lösungen

Frei wählbare Variablen: x2; x3. (Anzahl = n - Rang(A))

x2 = �

x3 = �

x1 = � � � � + 1

~x =

0
BBBBBBB@

x1

x2

x3

1
CCCCCCCA

= �

0
BBBBBBB@

� 1
1
0

1
CCCCCCCA

+ �

0
BBBBBBB@

� 1
0
1

1
CCCCCCCA

+

0
BBBBBBB@

1
0
0

1
CCCCCCCA

29.4.2 Beispiel f ür keine Lösung:

Aj~b =

0
BBBBBBB@

1 � 2 1 1
0 3 � 3 0
0 0 0 3

1
CCCCCCCA

Rang(A) , Rang(Aj~b) ) keine Lösung
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29.5 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

A � ~x = ~b

29.6 Homogene lineare Gleichungssysteme

A � ~x = ~0 (mit trivialer Lösung: x1 = x2 = :::xn = 0)
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29.7 Beispiel

Lösungen für das Gleichungssystem:

4x � my + z = 1

2x � y + z = 3

mx � y � z = p

(Aj~b) =

0
BBBBBBB@

1 � m
4

1
4

1
4

0 � 2 + m 1 5
0 � 4 + m2 � 4 � m 4p � m

1
CCCCCCCA

Fall 1: m = 2

(Aj~b) =

0
BBBBBBB@

1 � 1
2

1
4

1
4

0 0 1 5
0 0 0 4(p + 7)

1
CCCCCCCA

Fall 1.1: p , � 7

Keine Lösung

Fall 1.2: p = � 7

~x = �

0
BBBBBBB@

1
2
1
0

1
CCCCCCCA

+

0
BBBBBBB@

� 1
0
5

1
CCCCCCCA

; � 2 R

Fall 2: m , 2

(Aj~b) =

0
BBBBBBB@

1 � m
4

1
4

1
4

0 1 1
m� 2

5
m� 2

0 0 � 2(m + 3) 4p � 6m � 10

1
CCCCCCCA

Fall 2.1: m , � 3

genau eine Lösung

Fall 2.2: m = � 3

Fall 2.2.1:p , � 2

keine Lösung

Fall 2.2.2:p = � 2

~x = �

0
BBBBBBB@

� 2
5
1
5
1

1
CCCCCCCA

+

0
BBBBBBB@

1
� 1

0

1
CCCCCCCA

; � 2 R

Zusammenfassend:

1 Lösung: m , 2; � 3;p beliebig
keine Lösung: (m = 2;p , � 7) oder (m = � 3;p , � 2)
1 Lösungen: (m = 2;p = � 7) oder (m = � 3;p = � 2)
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29.8 Lösungsdiskussion mit RREF

RREF= reduced row echeolon form

Typ Gleichungssys. Anzahl Lösungen

1. Typ

2
66666664

1 0 0 a
0 1 0 b
0 0 1 c

3
77777775

Eine Lösung

2. Typ

2
66666664

1 0 0 a
0 0 1 b
0 0 0 1

3
77777775

Keine Lösung

3. Typ

2
66666664

1 0 0 a
0 1 1 b
0 0 0 0

3
77777775

Unendlich viele Lösungen der Form (a;b � t; t) t 2 R

2
66666664

1 a b 1
0 0 0 0
0 0 0 0

3
77777775

Unendlich viele Lösungen der Form (1 + at � bs; t; s) t; s 2 R

Tip:

Um die Lösungsmengeeiner quadratischen Matrix zu bestimmen, berrechnetman am besten
die Systemdeterminante. Durch dieseerhält man sofort die systemkritischen Werte. Für alle
Werte, welche die Determinante Null ergeben, hat das System genau eine Lösung (Mehr
darüber im Abschnitt 28Determinanten).
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30 UNTERRÄUME, LINEARE ABH ÄNGIGKEIT UND UNABH ÄNGIGKEIT

30 Unterr äume, lineare Abh ängigkeit und Unabh ängigkeit

30.1 De�nitionen

Der Rn ist der n-dimensionale Vektorraum der n � 1-Matrizen (Spaltenvektoren)

Unter dem von S aufgespannten Unterraum UR(S) verstehen wir die Menge aller Vektoren
aus Rn, die Linearkombinationen der Vektoren ~u1; :::; ~uk sind.

ˆ Der Nullraum ~0 ist ein Unterraum

ˆ Der Spaltenraum einer m� n - Matrix A ist ein Unterraum, der von den Spaltenvektoren
von A erzeugt wir d. Er ist ein Unterraum von Rm.

ˆ Der Zeilenraum einer m � n - Matrix A ist ein Unterraum, der von den Zeilenvektor en
von A erzeugt wir d. Er ist ein Unterraum von Rn.

ˆ Der Kern einer m � n - Matrix A ist derjenige Unterraum, der von A in den Nullraum
abgebildet wir d. Er bestehtaus den Lösungsvektoren ~v des homogenen, linearen GLS
A � ~v = ~0

ˆ Besitzt der Vektorraum V , ~0 eine Basis b(1); b(2); :::;b(n), so heisst n die Dimension von
V, und man schreibt n = dim V.

ˆ Eine Basis von V ist die Menge von Vektoren von V, die linear unabh ängig sind und
V erzeugen.

30.2 Vektorr äume

Der Vektorraum< n ist ein n-Dimensionaler Raum. Ein Vektor ist eine n � 1-Matrix.

< n =

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

x =

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

x1

x2

:
:

xn

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

x1; x2; : : : ; xn 2 <

9
>>>>>>>=
>>>>>>>;

30.3 Unterr äume

Eine Teilmenge W von Vektoren aus Rn ist ein Unterraum von Rn, wenn sie folgende Bedin-
gungen erfüllt:

ˆ Der Nullvektor gehört zu W

ˆ Mit ~u und ~v gehört auch ~u + ~v zu W

ˆ Mit ~u gehört auch das skalare Vielfache c � ~u zu W
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31 LINEARE ABBILDUNGEN

31 Lineare Abbildungen

Zeichen Beschreibung
~x Vektor, der abgebildet wir d (Dimension: m)
~y Bild von ~x (Dimension: n)
A Abbildungsmatrix (Dimension: m � n)

~y = A � ~x

31.1 De�nition

Für lineare Abbildungen f : Rn ! Rm gilt:

f (~a+ ~b) = f (~a) + f (~b)
f (� ~a) = � � f (~a)

8 ~a;~b 2 Rn

8 ~a 2 Rn und 8 � 2 R

Lineare Abbildungen beinhalten den Nullvektor:

Am� n � ~0n� 1 = ~0n� 1

Satz: Jedem � n-Matrix beschreibt eine lineare Abbildung von einem n-dimensionalen in
einen m-dimensionalen Vektorraum (Am� n : Rn ! Rm).

In den Spalten der Matrix A stehendie Bilder der Basisvektoren.

31.2 Bild eines Vektors bei gegebenen Bildern der Basisvektoren

Zeichen Beschreibung
~b1;~b2 Basisvektoren

f (~b1); f (~b2) Bilder der Basisvektoren
~a Vektor dessenBild gesucht ist

x; y Faktoren für ~b1;~b2 um ~aauszudrücken

1. ~adur ch Basisvektoren ausdrücken:

~a = x � ~b1 + y � ~b2

2. Bild von ~aberechnen:

f (~a) = f (x � ~b1 + y � ~b2) = x � f (~b1) + y � f (~b2)
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31 LINEARE ABBILDUNGEN

31.3 Spiegelung

Für die Spiegelung an der x-Achse gilt (� = 0o):
x0 = x
y0 = � y

Die zugehörige Re�exionsmatrix lautet:

Rx =

 
1 0
0 � 1

!

Für die Spiegelung an der y-Achse gilt (� = 90o):
x0 = � x
y0 = y

Für die Spiegelung an einer Geraden mit 45o zur x-Achse (� = 45o):
x0 = y
y0 = x

Da die Spiegelung in einem 2D - Koordiantensystem eigentlich der Drehung um 2 � �
entspricht, kann dieseauch dur ch die Rotationsmatrix ausgedrückt werden.

~p0 = A � ~p

 
p0

x
p0

y

!

=

 
cos2 � � sin 2 � �
sin 2 � � � cos2 � �

!

�

 
px

py

!

PSfragreplacements

~e0

2
~e0

2

~e0

1
~e0

1

~e1~e1

~e2~e2

�� ��

yy

x
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31 LINEARE ABBILDUNGEN

31.4 Rotation

31.4.1 2 Dimensional

Um einen Punkt P(x; y) um den Urspr ung O um den Winkel � zu drehen, kann man den
Punkt dur ch die Rotationsmatrix berechnen.

~p0 = A � ~p

 
p0

x
p0

y

!

=

 
cos�� � sin ��
sin �� cos��

!

�

 
px

py

!

31.4.2 3 Dimensional

Im 3 Dimensionalen Raum gibt es grundsätzlich nur drei Drehungen. Diese gehen um die
Achsen des Koordinatensystems. Die zugehörigen Rotationsmatrizen sind:

x-Achse y-Achse z-Achse

Rx =

0
BBBBBBB@

1 0 0
0 cos� � sin �
0 sin � cos�

1
CCCCCCCA

Ry =

0
BBBBBBB@

cos� 0 sin �
0 1 0

� sin � 0 cos�

1
CCCCCCCA

Rz =

0
BBBBBBB@

cos� � sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1

1
CCCCCCCA

31.5 Projektion

Esgibt folgende drei grundlegenden Projektionen:
� 1 ist die Projektion auf die xy-Ebeneentlang der z-Achse (Grundriss).
� 2 ist die Projektion auf die yz-Ebeneentlang der x-Achse (Aufriss).
� 3 ist die Projektion auf die xz-Ebeneentlang der y-Achse (Seitenriss).

Folgendessind die zugehörigen Projektionsmatrizen:

Projektion auf � 1 Projektion auf � 2 Projektion auf � 3

P� 1 =

0
BBBBBBB@

1 0 0
0 1 0
0 0 0

1
CCCCCCCA

P� 2 =

0
BBBBBBB@

0 0 0
0 1 0
0 0 1

1
CCCCCCCA

P� 3 =

0
BBBBBBB@

1 0 0
0 0 0
0 0 1

1
CCCCCCCA
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31 LINEARE ABBILDUNGEN

31.6 Scherung

31.6.1 Scherung parallel zur X-Achse

x0 = x + mx

y0 = y

Ss =

 
1 m
0 1

!

31.6.2 Scherung parallel zur Y-Achse

x0 = x

y0 = y + my

Ss =

 
1 0
m 1

!

31.7 Zusammengesetzte Abbildungen

A : Rn ! Rk

B : Rk ! Rm

B � A : Rn ! Rm

ZusammengesetzteAbbildung B � A wir d dur ch Matrizenpr odukt BA dargestellt.
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32 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

32 Eigenwerte und Eigenvektoren

Zeichen Beschreibung
~v Eigenvektor
A Abbildungsmatrix
� Eigenwert

Die Existenz einer Fixgeraden dur ch O ist gleichbedeutend mit der Existenz eines Vektors
~v , ~0 und einer reellen Zahl � , 0, so dassgilt:

A~v = � ~v

(A � � � E)~v = ~0

�����
(a1 � � ) � x + b1 � y = 0
a2 � x + (b2 � � ) � y = 0

)

Ist dies der Fall, soheisst � ein Eigenwertder Matrix A und ~v ein zu ihm gehöriger Eigenvektor.

32.1 Berechnung von Eigenwerten

Äquivalente Aussagen

ˆ � ist Eigenwert von A

ˆ esgibt einen ~v , ~0, sodassA~v = � ~v

ˆ esgibt einen ~v , ~0, sodass(A � � E)~v = 0

ˆ (A � � E) ist nicht invertierbar

ˆ det(A � � E) = 0

ˆ � ist Lösung der charakteristischen Gleichung det(A � � E) = 0

Die Eigenwertesind die Lösungen der charakteristischen Gleichung

det(A � � E) = 0

32.2 Vielfachheit von Eigenwerten

Erscheint ein Eigenwert mehrmals als Lösung der charakteristischen Gleichung, so spricht
man von der Vielfachheit (Multiplizit ät) einesEigenwertes.

Ist � Eigenwert von A, dann ist die Dimension des zugehörigen Eigenraums nicht grösser
als die Vielfachheit des Eigenwertes.
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32 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

32.3 Berechnung von Eigenvektoren

Äquivalente Aussagen

ˆ ~v ist Eigenvektor von A

ˆ A~v = � ~v mit ~v , ~0

ˆ (A � � E)~v = ~0 mit ~v , ~0

ˆ ~v liegt im Kern von (A � � E)

Der zum Eigenwert � i gehörige Eigenvektor ~vi ergibt sich alsLösungsvektor deshomogenen
linearen Gleichungssystems

(A � � iE)~vi = ~0

Eigenvektoren werden üblicherweise in der normierten Form angegeben.

32.4 Eigenschaften von Eigenwerten und Eigenvektoren

1. Die Spur (siehe27.1.1)der Matrix A ist gleich der Summe der Eigenwerte:

Sp(A) = � 1 + � 2 + : : : + � n

2. Die Determinante von A ist gleich dem Produkt der Eigenwerte:

det(A) = � 1 � � 2 � : : : � � n

3. Sind alle Eigenwerte voneinander verschieden, so gehört zu jedem Eigenwert genau ein
linear unabhängiger Eigenvektor.
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33 KOMPLEXE ZAHLEN

33 Komplexe Zahlen

33.1 Darstellung

Rectangular Polar Polar
Trigonometrisch Exponential

z = x + iy z = r(cos' + i sin ' ) z = rei'

33.2 Betrag

TI-89: abs(x+yi)r = jzj =
q

x2 + y2

33.3 Argument

TI-89: angle(x+yi)arg(z) = ' = arctan(
y
x

)

33.4 Konjugiert komplexe Zahl

TI-89: conj(x+yi)z = x � iy

33.5 Eulersche Formel

eix = cosx + i sin x

33.6 Addition und Subtraktion

z1 � z2 = (x1 + iy1) � (x2 + iy2) = (x1 � x2) + i(y1 � y2)

z1 � z2 = z1 � z2

z + z = 2x = 2Rez

z � z = i2y = i2Imz

33.7 Multiplikation

z1 � z2 = (x1 + iy1) � (x2 + iy2) = (x1x2 � y1y2) + i(x1y2 + x2y1)

z � z = (x + iy)(x � iy) = x2 + y2 = jzj2

jzj2 = jzj2 = z � z = x2 + y2
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33 KOMPLEXE ZAHLEN

33.8 Multiplikation in Polardarstellung

z1 � z2 = r1 � r2(cos(' 1 + ' 2) + i sin(' 1 + ' 2))

z1 � z2 = r1 � r2 � ei(' 1+' 2)

33.9 Division

z1

z2
=

z1 � z2

z2 � z2
=

z1 � z2

jz2j2

33.10 Division in Polardarstellung

z1

z2
=

r1

r2
(cos(' 1 � ' 2) + i sin(' 1 � ' 2))

z1

z2
=

r1ei' 1

r2ei' 2
=

r1

r2
ei(' 1� ' 2)

33.11 Potenzieren

zn = rn(cos(n' ) + i � sin(n' )) = rn � ei' n

33.12 Gleichungen mit Potenzen

zn = b (b 2 C;n 2 N )

Gegeben:
b = jbj � (cos� + i sin � )

Gesucht:

zn = rnei�n�' = rn(cos(n � ' ) + i � sin(n � ' ))

= jbj(cos(� + k � 2� ) + i � sin(� + k � 2� )); k 2 Z

r =
n
p

jbj = jzj

Die Lösungen der Gleichung zn = b liegen auf einem Kreis mit dem Radius r um 0.

Die Gleichung zn = b; (b 2 C) besitzt genau n Lösungen in C. Diese bilden die Ecken eines
regulären n-Ecks:

zk =
n
p

jbjei( �
n +k2�

n ) =
n
p

jbjfcos(
�
n

+ k
2�
n

) + i sin(
�
n

+ k
2�
n

)g k = 0; :::;n � 1

Trick: Um den erstenPunkt desn-Ecksauf dem Kreiseinzuzeichenen,kann man den Winkel
von aberechnenund dur ch n teilen. Dies ist der Winkel des ersten Punktes. Der Restergibt
sich von selbst.

Mathematik Formelsammlung Seite71 ZHW



33 KOMPLEXE ZAHLEN

33.12.1 Quadratwurzel der komplexen Zahl

Gegeben:

z2 = w

w = u + iv

Gesucht: Alle Lösungen von z, wenn w nicht reell (v , 0) ist.

Lösung:

x2 =
1
2

(
p

u2 + v2 + u)

y2 =
1
2

(
p

u2 + v2 � u)

daraus folgt:

x =
x
jxj

�

r
1
2

(
p

u2 + v2 + u)

y =
y
jyj

�

r
1
2

(
p

u2 + v2 � u)

weil:
x
jxj

�
y
jyj

=
v
jvj

folgt schlussendlich die Lösung der Gleichung z2 = w:

z1 =

r
1
2

(
p

u2 + v2 + u) + i
v
jvj

�

r
1
2

(
p

u2 + v2 � u)

z2 = � (

r
1
2

(
p

u2 + v2 + u) + i
v
jvj

�

r
1
2

(
p

u2 + v2 � u))
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33 KOMPLEXE ZAHLEN

33.13 Superposition mit komplexen Zahlen

Überlagerung von gleichfrequenten Sinusschwingungen

f1(t) = x1 = A1 � sin(! t + ' 1)

f2(t) = x2 = A2 � sin(! t + ' 2)

Gesucht ist eine resultierende Schwingung mit der gleichen Frequenz:

f (t) = x = x1 + x2 = A � sin(! t + ' )

Reelle Form zur komplexen wandeln

x1 ! x1 = A1 � ej' 1 � ej! t

= A1 � ej! t

x2 ! x2 = A2 � ej' 2 � ej! t

= A2 � ej! t

Addition der komplexen Amplituden

A = A1 + A2

x = x1 + x2

= A � ej! t

Komplexe Form in die reelle wandeln

x = x1 + x2 = Im(x) = Im(A � ej! t) = A � sin(! t + ' )
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34 FUNKTIONEN MEHRERERVARIABLEN

34 Funktionen mehrerer Variablen

-1

-0.5

0

0.5

1

x
-1

-0.5
0

0.5
1

y

-1

-0.5

0

0.5

1

z

P
S

frag
replacem

ents

f (x; y) = y2 � x2

Abbildung 11: Funktion mit 2 Variablen

34.1 Berechnung der Tangentialebene

1. Partielle Ableitungen bilden:

f (x; y) = y2 � x2

fx(x; y) = � 2x

fy(x; y) = 2y

2. Parameterdarstellung der Tangentialebene T in (x0=y0):

0
BBBBBBB@

x
y
z

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

x0

y0

f (x0; y0)

1
CCCCCCCA

+ s�

0
BBBBBBB@

1
0

fx(x0; y0)

1
CCCCCCCA

+ t �

0
BBBBBBB@

0
1

fy(x0; y0)

1
CCCCCCCA

3. Gleichung der Tangentialebene (s, t eliminieren):

s = x � x0

t = y � y0

T(x; y) = z = f (x0; y0) + fx(x0; y0)(x � x0) + fy(x0; y0)(y � y0)
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34 FUNKTIONEN MEHRERERVARIABLEN

34.2 Extrema

34.2.1 Erscheinungsorte von Extremalstellen

ˆ Randpunkte

ˆ Menge der inneren Punkte, in welchen fx(x; y) oder fy(x; y) nicht existieren.

ˆ Menge der inneren Punkte mit horizontaler Tangentialebene fx(x; y) = fy(x; y) = 0

34.2.2 Punkte im Inneren des De�nitionsbereiches

Essei(x0; y0) ein Punkt im InnerendesDe�nitionsber eichesmit horizontaler Tangentialebene.

De�nition:

� (x0; y0) =
�
fxy(x0; y0)

� 2
� fxx(x0; y0) � fyy(x0; y0)

Lokales Minimum:

� (x0; y0) < 0 und fxx(x0; y0) > 0

Lokales Maximum:

� (x0; y0) < 0 und fxx(x0; y0) < 0

Sattelpunkt:

� (x0; y0) > 0

Sattelpunkt oder lokales Extremum:

� (x0; y0) = 0
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34 FUNKTIONEN MEHRERERVARIABLEN

34.3 Anwendung: Methode der kleinsten Quadrate

Zeichen Beschreibung
f (x) Funktion mit Parametern

n Anzahl gegebenerPunkte (z.B.Messwerte)
dk Vertikaler Abstand des k-ten Punktes zum

tatsächlichen Funktionswert

34.3.1 Für einfache Funktionen

Gesucht: Funktion f (x) mit Parametern,dass:
P n

k=1 d2
k minimal wir d.

1. Modell Funktion (a unbestimmt)
B = a� v2

2. Summe der quadratischen Abst ände von der Modellfunktion minimieren:

G(a) =
nX

k=1

�
Bk � av2

k

� 2
Summe der Quadratischen Abst.

G0(a) =
nX

k=0

2 � (Bk � a � v2
k) � (� v2

k) Ableitung

0 =
nX

k=0

2 � (Bk � a � v2
k) � (� v2

k) Ableitung = 0 bei Minimum

a =

P n
k=1 Bkv2

kP n
k=1 v4

k

Nach a aufgelöst

34.3.2 Für lineare Funktionen

1. Modell Funktion (Regressionsgerademit a; b unbestimmt)

f (x) = ax+ b

2. Summe der quadratischen Abst ände von der Modellfunktion:

nX

k=1

d2
k =

nX

k=1

�
yk � f (xk)

�2 =
nX

k=1

�
yk � axk � b

�2 = g(a;b)

3. Minimum von g(a;b)

a =
n �

P n
k=1 xkyk �

P n
k=1 xk �

P n
k=1 yk

n �
P n

k=1 x2
k

�
�P n

k=1 xk

� 2

b =
1
n

0
BBBBB@

nX

k=1

yk � a �
nX

k=1

xk

1
CCCCCA
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35 LINEARISIERUNG UND DIFFERENTIAL

35 Linearisierung und Di � erential

PSfragreplacements

y = f (x)

y = t(x)

� f
df

dx

x0 x0 + dx

35.1 Funktionen einer Variablen

Zeichen Beschreibung
f (x) StetigeFunktion, die linearisiert wir d
t(x) Linearisierte Funktion (Tangente)

x0 Punkt, an dem die Funktionswerte von f und t
übereinstimmen f (x0) = t(x0)

Linearisierte Funktion
y = t(x) = f (x0) + f 0(x0) � (x � x0)
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35 LINEARISIERUNG UND DIFFERENTIAL

Di � erential

Zeichen Beschreibung
� x = x � x0

� f Di � erenz der Funktionswerte
dx = � x
df Di � erenz der linearisierten Werte bei x und x0

' (dx) Fehler

� f = f (x0 + dx) � f (x0)

df = f 0(x0)dx

' (dx) = � f � df = f (x0 + dx) � f (x0) � f 0(x0)dx

' (dx) ! 0 wenn dx ! 0

35.1.1 Fehlerfortp�anzung f ür f (x)

Zeichen Beschreibung
x gemessenerWert

x0 wahrer Wert
� x absoluter Fehler des Messwerts
� f absoluter Fehler des Funktionswerts
dx = � x für sehr kleine � x

� x = x � x0

absoluter Fehler: � f = f (x) � f (x0) � f 0(x0) � dx

relativer Fehler =
absoluter Fehler

wahrer Wert
=

df
f

=
f 0(x0)dx

f (x0)
�

� f
f
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35 LINEARISIERUNG UND DIFFERENTIAL

35.2 Funktionen zweier Variablen

Zeichen Beschreibung
f (x; y) StetigeFunktion, die linearisiert wir d
t(x; y) Linearisierte Funktion (Tangentialebene)
x0; y0 Punkt, an dem die Funktionswerte von f und t

übereinstimmen f (x0; y0) = t(x0; y0)

Linearisierte Funktion

z = t(x; y) = f (x0; y0) + fx(x0; y0) � (x � x0) + fy(x0; y0) � (y � y0)

Di � erential

Zeichen Beschreibung
� x = x � x0

� y = y � y0

df Di � erenz der linearisierten Werte bei x; y und
x0; y0

' (� x; � y) Fehler

df = fx(x0; y0) � dx + fy(x0; y0) � dy

' (� x; � y) = � f � df = f (x0 + � x; y0 + � y) � t(x0 + � x; y0 + � y)

35.2.1 Fehlerfortp�anzung f ür f (x; y)

Absoluter Fehler von f (x; y): jdf j = j fx � dx + fy � dyj � j fxj � jdxj + j fyj � jdyj

Relativer Fehler von f (x; y):
�����
df
f

����� = jd(ln f )j =

������
fx
f

� dx +
fy
f

� dy

������
�

�����
fx
f

����� � jdxj +

������
fy
f

������
� jdyj
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35 LINEARISIERUNG UND DIFFERENTIAL

35.3 Funktionen dreier Variablen

Zeichen Beschreibung
f (x; y; z) StetigeFunktion, die linearisiert wir d
t(x; y; z) Linearisierte Funktion (Tangentialebene)
x0; y0; z0 Punkt, an dem die Funktionswerte von f und t

übereinstimmen f (x0; y0; z0) = t(x0; y0; z0)

Linearisierte Funktion

z = t(x; y; z) = f (x0; y0; z0) + fx(x0; y0; z0) � (x � x0) + fy(x0; y0; z0) � (y � y0) + fz(x0; y0; z0) � (z � z0)

Di � erential

Zeichen Beschreibung
� x = x � x0

� y = y � y0

� z = z � z0

df Di � erenz der linearisierten Werte bei x; y; z und
x0; y0; z0

' (� x; � y; � z) Fehler

df = fx(x0; y0; z0) � dx + fy(x0; y0; z0) � dy + fz(x0; y0; z0) � dz

' (� x; � y; � z) = � f � df = f (x0 + � x; y0 + � y; z0 + � z) � t(x0 + � x; y0 + � y; z0 + � z)
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35 LINEARISIERUNG UND DIFFERENTIAL

35.4 Umrechnung von Koordinaten

35.4.1 Zylinderkoordinaten

f (x; y; z) $ g(r; '; z) = f (r � cos'; r � sin '; z)

r =
q

x2 + y2

x = x(r; ' ) = r � cos'

y = y(r; ' ) = r � sin '

z = z

tan ' =
y
x

Volumenelement

dV = dx dy dz = r dr d' dz

35.4.2 Kugelkoordinaten

f (x; y; z) $ g(r; #; ' ) = f (r � sin # � cos'; r � sin # � sin '; r � cos#)

r =
q

x2 + y2 + z2

x = x(r; #; ' ) = r � sin # � cos'

y = y(r; #; ' ) = r � sin # � sin '

z = z(r; #; ' ) = r � cos#

tan ' =
y
x

tan # =

p
x2 + y2

2

Volumenelement

dV = dx dy dz = r2 sin # dr d# d'
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36 GEBIETSINTEGRALE

36 Gebietsintegrale

Zeichen Beschreibung
G Gebiet auf der Ebenex; y.

f (x; y) Funktion, die einen Körper auf G beschreibt

a) G ist ein Rechteck begrenzt durch x1, x2 und y1, y2

G = f(x; y)jx1 � x � x2; y1 � y � y2g

Z Z

G
f (x; y)dxdy =

Z y2

y1

"Z x2

x1

f (x; y)dx

#

dy

=
Z x2

x1

"Z y2

y1

f (x; y)dy

#

dx

b) G ist berandet von den Graphen zweier Funktionen g(x) und h(x)

G = f(x; y)jx1 � x � x2; g(x) � y � h(x)g

Z Z

G
f (x; y)dxdy =

Z x2

x1

2
66664

Z h(x)

g(x)
f (x; y)dy

3
77775dx

c) G ist entspricht im Ganzen Bereich f (x; y) = 1

Z Z

G
1dxdy =

Z Z

G
dA

Entspricht dem Flächeninhalt des GebietesG (dA ist das Flächenelement).
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37 ROTATIONSKÖRPER

37 Rotationsk örper

PSfragreplacements

a b
x

y

Abbildung 12: Randkurve

Abbildung 13: Rotationskörper

Zeichen Beschreibung
M Gesamtmasse
xs X Position des Schwerpunktes

dV Volumenscheibe
% Dichte des Materials (konstant)

Volumenberechnung:

Vrot =
Z

dV = �
Z b

a

�
f (x)

�2 dx

Schwerpunktsberechnung:

M � xs =
Z b

a
x � %� dV =

Z b

a
x � %� [ f (x)]2dx
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38 GRADIENT UND RICHTUNGSABLEITUNG

38 Gradient und Richtungsableitung

38.1 De�nition

Richtungsableitung der Funktion f (x; y; z) im Punkt P0(x0; y0; z0) in Richtung desEinheitsvek-
tors ~e= (e1; e2; e3) (j~ej = 1)

(D~ef )(P0) = lim
P! P0

f (P) � f (P0)

j
��!
P0Pj

38.2 Spezialf älle

~e= (1;0;0) : (D(1;0;0) f )(P0) = fx(x0; y0; z0)

~e= (0;1;0) : (D(0;1;0) f )(P0) = fy(x0; y0; z0)

~e= (0;0;1) : (D(0;0;1) f )(P0) = fz(x0; y0; z0)

38.3 Berechnung mit linearer Approximation

f (x; y; z) � t(x; y; z)

= f (x0; y0; z0) + fx(x0; y0; z0)(x � x0) + fy(x0; y0; z0)(y � y0) + fz(x0; y0; z0)(z � z0)

f (x0 + he1; y0 + he2; z0 + he3) � t(x0 + he1; y0 + he2; z0 + he3)

= f (x0; y0; z0) + fx(x0; y0; z0)he1 + fy(x0; y0; z0)he2 + fz(x0; y0; z0)he3

38.4 Ableitung von f in Richtung ~e(~emit Länge 1)

(D~ef )(x0; y0; z0) =

0
BBBBBBB@

fx(x0; y0; z0)
fy(x0; y0; z0)
fz(x0; y0; z0)

1
CCCCCCCA

|               {z               }
5 f

�

0
BBBBBBB@

e1

e2

e3

1
CCCCCCCA

(Skalarprodukt)

38.5 Gradient einer Funktion

grad f = 5 f = ( fx; fy; fz)
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38 GRADIENT UND RICHTUNGSABLEITUNG

38.6 Richtungsableitung eines Skalarfeldes

Zeichen Beschreibung
U Funktion von Raumkoordinaten f (x; y; z)
~a Richtung der Ableitung

P0 Punkt an dem abgeleitet wir d
~n Normalenvektor . Senkrecht zur Ober� äche,

dur ch Punkt P0

PSfragreplacements

r U(P0)

~a

@U(P0)
@~a

Niveauf läche

Die Richtungsableitung @U(P0)
@~a ist ein Mass für die Änder ung des Funktionswertes U(P0) in

Richtung ~a (um eine Längeneinheit).

@U(P0)
@~a

= r U(P0) � ~ea =
1
j~aj

� r U(P0) � ~a

Um die maximale Änder ung von f zu bestimmen, wir d in Richtung des ~n abgeleitet. Der
Normalenvektor der Tangentialebenedes Punktes P0 entspricht dabei r U(P0).

~n = r U(P0)

Daraus folgt die vereinfachte Form für die maximale Änder ung:

� fmax =
r U(P0)
jr U(P0)j
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39 FEHLERBERECHNUNG MIT GRADIENT

39 Fehlerberechnung mit Gradient

Zeichen Beschreibung
� f Maximalfehler der Funktion
5 f Gradient der Funktion
~jdf j Di � erential

39.1 De�nition

Der maximale Fehler lässt sich aus dem Gradienten und dem Di � erential (Vektor) einer
Funktion ermitteln.

� f � df

� f = 5 f � ~jdf j

39.2 Beispiel

Gegeben: Ortsvektor ~x, Di � erentialvektor ~jdf j.

~x =

 
3
4

!
~jdf j =

 
� 0:1
� 0:2

!

Gesucht: Der Ortsvektor wur de ungenau gezeichnet (gemässAngaben). Wie wirkt sich das
schlimmstenfalls auf den Winkel � aus,welchen der Vektor mit der x-Achse bildet?

Lösung: Zuerst die Funktion f (x; y) die den Winkel � beschreibt ermitteln:

� = f (x; y) = arctan

 
x
y

!

Danach mit der De�nition weiterfahr en:

� � = 5 f � ~jdf j =

0
BBBB@

y
x2+y2

� x
x2+y2

1
CCCCA� ~jdf j =

 
4
25

� 3
25

!

�

 
0:1
0:2

!

= � 0:04rad = � 2:3o
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40 IMPLIZITE DIFFERENTIATION

40 Implizite Di � erentiation

PSfragreplacements

P0

(5F)(P0)

Abbildung 14: Implizites Di � erenzieren

40.1 Implizite Form

Niveaulinie mit c = 0:
F(x; y) = 0

40.2 Tangentensteigung

Tangentensteigung im Punkt P0(x0; y0):

y0(x0) = �
Fx(x0; y0)
Fy(x0; y0)

(Fy(x0; y0) , 0)
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41 Di � erenzialgleichungen (DGL)

41.1 Allgemein

Eine DGL lösenheisst, zu einem gegebenenRichtungsfeld die Lösungskurven suchen.

41.2 De�nitionen

ˆ Isoklinen : Kurven die alle Punkte mit gleicher Steigung verbinden in einem Rich-
tungsfeld. y0 = ' (x; y) = c = konstant

ˆ Lineare DGL 1. Ordnung : y0 + p(x)y = q(x) mit p(x); q(x): stetige Funktionen. Für
q(x) = 0: homogen, sonst inhomogen.

ˆ Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koe� zienten : y00+ a1y0 + a0y = q(x) mit
q(x): stetige Funktion, a0; a1: konstante Koe� zienten. Für q(x) = 0: homogen, sonst
inhomogen.

41.3 Superpositionsprinzip

Zeichen Beschreibung
p(x) stetige Funktion
P(x) Stammfunktion von p(x)
q(x) stetige (Stör-) Funktion

yh allgemeine Lösung der homogenen DGL
ys spezielle (irgendeine beliebige) Lösung der in-

homogenen DGL
y allgemeine Lösung der inhomogenen DGL

Inhomogene DGL 1. Ordnung:
y0 = p(x)y + q(x)

Allgemeine Lösung der homogenen DGL y0 = p(x)y:

yh = C � eP(x)

Superpositionsprinzip:
y = yh + ys
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.4 Lineare homogene DGL 1. Ordnung: Lösen mit Isoklinenmethode

Löseneiner Di � erentialgleichung mit der Isoklinenmethode.

41.4.1 Beispiel

DGL
y0 = (x + y)2

1. Isoklinen bestimmen

(x + y)2 = c

x + y = �
p

c

y = � x �
p

c

2. Einzeichnen einiger Isoklinen und der Anfangsbedingung ins Koordinatensystem. Beschriften
mit der dazugehörigen Steigung.

3. Halbieren der entstandenenStreifen zwischen den Isoklinen.

4. Angen äherte Lösung ist ein Polygonzug mit Erfüllung der Anfangsbedingung.

c=0

c=0.2

c=0.4

c=0.6

c=0.8

c=1.0

c=1.2

Lösungskurve

Isoklinen

x

y

Abbildung 15: Isoklinenmethode
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.5 Lineare homogene DGL 1. Ordnung: Lösen durch Trennung der Variablen

DGL
y0 + p(x) � y = 0

Lösung

y = C � e�
R

p(x)dx (C 2 R)

41.5.1 Beispiel

DGL
y0 � y = 0

1. Trennung der beiden Variablen

y0 � y = 0

y0 = y
dy
dx

= y

dy
y

= dx

2. Integration auf beiden Seiten
Z

dy
y

=
Z

dx

ln jyj = x + C1

3. Au� ösung nach y, falls möglich (Gleichung vom Typ F1(y) = F2(x))

jyj = ex+C1

jyj = eC1

| {z }
C2

�ex

y = � C2 � ex

TI-89: deSolve(y'=y,t,y)

TI-89: deSolve(y'=y and y(0)=2,t,y)

ZHW Seite90 Mathematik Formelsammlung



41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.6 Lineare homogene DGL 1. Ordnung: Lösen mit Reihenansatz

41.6.1 Beispiel

DGL
y0 � y = 0

Anfangsbedingung
y(0) = 1

Gesucht ist eine Funktion y = f (x) die die DGL und die Anfangsbedinung erfüllt.

Ansatz für die Lösungsfunktion:

y = f (x) =
1X

k=0

ak � xk = a0 + a1 � x + a2 � x2 + a3 � x3 + : : :

y0 = f 0(x) =
1X

k=1

k � ak � xk� 1 = a1 + 2 � a2 � x + 3 � a3 � x2 + 4 � a4 � x3 + : : :

) f 0(x) � f (x) = (a1 � a0) + (2 � a2 � a1) � x + (3 � a3 + a2) � x2 + � � � =
1X

k=1

(k � ak � ak� 1) � xk� 1

f 0(x) � f (x) = 0 für 8 x

1X

k=1

(k � ak � ak� 1)
|          {z          }

=0

�xk� 1

) k � ak � ak� 1 = 0

Durch die Anfangsbedinung f (0) = 1 folgt f (0) = a0 = 1

ak =
ak� 1

k
=

a0

k!

Das ermittelte ak kann jetzt in die Ausgangsformel eingesetztwerden:

f (x) =
1X

k=0

xk

k!
= ex
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.7 Lineare inhomogene DGL 1. Ordnung: Lösen nach Lagrange

Methode der Variation der Konstanten (nach Lagrange)

Zeichen Beschreibung
p(x) stetige Funktion
P(x) Stammfunktion von p(x)
q(x) stetige (Stör-) Funktion

yh allgemeine Lösung der homogenen DGL
ys beliebige Lösung der inhomogenen DGL
C Integrationskonstante

C(x) Funktion zur Variation der Konstante C

Inhomogene DGL:
y0 + p(x)y = q(x)

Allgemeine Lösung der homogenen DGL:

yh = C � e� P(x) = C � e�
R

p(x)dx

Anstelle der Konstanten C wir d eine noch unbekannte Funktion C(x) eingeführt:

ys = C(x) � e� P(x) = C(x) � e�
R

p(x)dx

Dieser Ansatz wir d jetzt in die DGL eingesetzt:

y0
s + p(x)ys = q(x)

C0(x) � e� P(x) + C(x) � � p(x) � e� P(x)

|                                      {z                                      }
y0

s

+p(x) � C(x) � e� P(x)

|        {z        }
ys

= q(x)

C0(x) � e� P(x) = q(x)

C0(x) = q(x) � eP(x)

C(x) kann jetzt dur ch Integration bestimmt werden.

C(x) =
Z

C0(x)dx =
Z

q(x) � eP(x)dx

Das berechneteC(x) kann jetzt bei ys eingesetzt werden und somit die Allgemeine Lösung
bestimmt werden:

y = yh + ys
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.8 Lineare inhomogene DGL 1. Ordnung mit konstanten Koe� zienten:
Lösen durch Aufsuchen einer partikul ären Lösung

Zeichen Beschreibung
p(x) stetige Funktion
P(x) Stammfunktion von p(x)
q(x) stetige (Stör-) Funktion

yh allgemeine Lösung der homogenen DGL
ys beliebige Lösung der inhomogenen DGL
C Integrationskonstante

C(x) Funktion zur Variation der Konstante C

Inhomogene DGL:
y0 + a0 � y = q(x)

Allgemeine Lösung der homogenen DGL:

yh = C � e� a0x

Ansatz:
ys = Ansatz aus Tabelle 1

Ansatz in DGL eingesetzen

Parameterbestimmen

Störfunktion q(x) Lösungsansatz ys(x)

Konstante Funktion Konstante Funktion

ys = c0

Lineare Funktion Lineare Funktion

ys = c1x + c0

Quadratische Funktion Quadratische Funktion

ys = c2x2 + c1x + c0

Polynomfunktion vom Grade n Polynomfunktion vom Grade n

ys = cnxn + : : : + c1x + c0

q(x) = A � ebx ys =

8
>><
>>:

C � ebx für b , � a0

Cx � ebx für b = � a0

Tabelle 1: Ansätze für spezielle Störglieder
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.9 Wachstum und Zerfall (DGL)

41.9.1 Wachstum

Zeichen Beschreibung
N(t) WachsendeGrössein Abh ängigkeit der Zeit t

N0 Grössezur Zeit t = 0 (Anfangsbed.)
k Proportionalit ätskonstante (k > 0), relative

Wachstumsgeschwindigkeit
T Verdoppelungszeit

DGL:
N0(t) = k � N(t)

Lösung der DGL:
N(t) = N0 � ekt

Verdoppelungszeit:

T =
ln(2)

k
Herleitung:

N(T) = N0 � ek�T = 2 � N0 ) ek�T = 2 ) T =
ln(2)

k

41.9.2 Zerfall

Zeichen Beschreibung
M(t) Abnehmende Grössein Abh ängigkeit d. Zeit t

M0 Grössezur Zeit t = 0 (Anfangsbed.)
k Proportionalit ätskonstante (k < 0)
T Halbwertzeit (TC14 = 5760)

DGL:
M0(t) = � k � M(t)

Lösung der DGL:
M(t) = M0 � e� kt

t =
ln

����
M(t)
M0

����

k

Halbwertzeit:

T =
ln(2)

k
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.9.3 Newtonsches Abk ühlungsgesetz

Wird angewendet um zum Beispiel die Umgebungstemperatur bei einer Abk ühlung zu
berücksichtigen.

Zeichen Beschreibung
T(t) Temperatur zur Zeit t

Tu Umgebungstemperatur
k Proportionalit ätskonstante (k < 0)

DGL:
T0(t) = k � (T(t) � Tu)

41.9.4 Anwendung: Logistische Funktion (Verhulst Gleichung)

Die Wachstumsrate ist nicht nur proportional zur Grösseeiner Population, sondern kann
auch eine gewisseGrösseA nicht überschreiten:

dN
dt

= k � N(A � N) (A > 0; k > 0)

DieseDi � erentialgleichung hat 2 singul äre (konstante) Lösungen: N(t) = 0 und N(t) = A

Allgemeine Lösung mit N0 : (0 < N0 < A)

�����
N

A � N

����� = C � ek�A�t ; C > 0

Die interessantenLösungen im Streifen zwischen 0 und A ergeben:

0 < N < A : N(t) =
C � A � ek�A�t

1 + C � ek�A�t
=

A

1 + 1
C � e� k�A�t

( Logistische Gleichung )
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.10 Lineare DGL 2. Ordnung

Form einer linearen DGL 2-ter Ordnung:

y00+ a1 � y0 + a0 � y = q(x)

41.10.1 Linearit ät, Lineare Unabh ängigkeit

Zeichen Beschreibung
a0; a1 Koe� zienten 2 R
c1; c2 Konstante Koe� zienten 2 R

JedeLinearkombination von Lösungen ist wieder eine Lösung der ho-
mogenen linearen DGL. Sind y1 und y2 Lösungen der homogenen lin-
earen DGL und sind c1; c2 2 R dann ist c1 � y1 + c2 � y2 auch die Lösung
der homogenen linearen DGL.

Beispiele linear unabh ängiger Funktionen:

ˆ Potenzfunktionen: xm und xn (m , n)

ˆ Exponentialfunktionen: emx und enx (m , n)

ˆ Trigonometrische Funktionen: cos(� x), sin(� x), cos(� x), sin(� x) (� , � )

ZHW Seite96 Mathematik Formelsammlung



41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.10.2 Lineare homogene DGL 2. Ordnung mit konstanten Koe� zienten

Die homogene, lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koe� zienten
besitzt zwei linear unabhängige Lösungen y1 und y2. Die allgemeine
Lösung ist die Linearkombination:

y = c1 � y1 + c2 � y2

DGL:
y00+ a1 � y0 + a0 � y = 0

Ansatz:
y = er�x

er�x
| {z }

, 0

� (r2 + a1 � r + a0)
|              {z              }

=0

= 0

Charakteristisches Polynom:

P(r) = r2 + a1 � r + a0 = 0

Allgemeinen Lösungen:

r1;2 =
� a1 �

q
a2

1 � 4 � a0

2

ˆ Für zwei reelle Nullstellen (a2
1 � 4 � a0 > 0):

2 linear unabhängige Lösungen: y1 = er1x und y2 = er2x

yh = c1 � er1�x + c2 � er2�x r1 , r2

ˆ Für eine doppelte Nullstelle (a2
1 � 4 � a0 = 0):

2 linear unabhängige Lösungen: y1 = er0x und y2 = xer0x

yh = c1 � er0�x + c2 � x � er0�x r0 = r1 = r2

ˆ Für zwei konjugiert komplexe Nullstellen (a2
1 � 4 � a0 < 0):

2 linear unabhängige Lösungen: y1 = e� x cos(� x) und y2 = e� x sin(� x)

yh = c1 � e� �x � cos(� � x) + c2 � e� �x � sin(� � x) r1; r2 = � � i � �
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.10.3 Lineare inhomogene DGL 2. Ordnung mit konstanten Koe� zienten

Zeichen Beschreibung
a0; a1 Koe� zienten 2 R
c1; c2 konstante Koe� zienten 2 R
q(x) Störfunktion

yh Lösung der homogenen DGL
ys beliebige Lösung der inhomogenen DGL

y00+ a1 � y0 + a0 � y = q(x)

Die allgemeine Lösung der inhomogenen DGL erhält man, indem man
zur allgemeinen Lösung yh der zugehörigen homogenen DGL eine be-
liebige Lösung ys addiert.

y = yh + ys

Lösungsans̈atze yp für spezielle Störglieder, siehePapula Seite273.
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.11 Diskretisieren einer homogenen DGL

Durch Diskretisieren einer DGL erhält man eine Di � erenzengleichung (siehe 11. Di � eren-
zengleichungen).

DGL:
ÿ(t) � 4y(t) = 0 ; y(0) = 0; y(1) = 1

Intervall [0,1] aufteilen in N gleiche Teilintervalle der Längeh = 1� 0
N = 1

N

Also:
y(k) = y(k � h) ; k = 0;1;2; : : :

Di � erentialquotienten dur ch Di � erenzenquotienten für die Schrittweite h ersetzen:

ÿ(k) =
d2y(k)

dt2
=

d �y(k)
dt

�
�y(k) � �y(k � 1)

h
�

y(k)� y(k� 1)
h � y(k� 1)� y(k� 2)

h

h

Somit:

ÿ(k) �
y(k) � 2y(k � 1) + y(k � 2)

h2

In DGL ÿ(k) ersetzen:
y(k) � 2y(k � 1) + y(k � 2)

h2
� 4y(k) = 0

! Homogene Di � erenzengleichung 2. Ordnung:

(1 � 4h2)y(k) � 2y(k � 1) + y(k � 2) = 0 ; k = 2; : : : ;N ; y(0) = 0; y(N) = 1

Mathematik Formelsammlung Seite99 ZHW



41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.12 Randwertproblem

Bei einem Randwertpr oblem sind spezielle Lösungen vorgeschrieben. Zum Beispiel sind
bei einer schwingenden Seitedie beiden Befestigungspunkte bekannt. Diese können keine
Auslenkung haben.

Beispiel eines Randwertproblems

u00+ a2 � x2 = 0; �
L
2

< x <
L
2

; u
�
�

L
2

�
= u

� L
2

�
= 0

Lösung
Homogener Teil:

u00
h = 0 ) uh = c1 � x + c2

Störteil:
u00= � a2 � x2

|   {z   }
quadratisches Polynom

us = b � x4 + c � x3 + d � x2 + e� x + f

u00
s = 12� b � x2 + 6 � c � x + 2 � d 8x

= � a2 � x2

Koe� zientenvergleich:

b = �
a2

12
; c = 0; d = 0

us = �
a2

12
� x4 + e� x + f

|   {z   }
homogene Lösung

Allgemeine Lösung:

u = uh + us = �
a2

12
� x4 + c1 � x + c2 c1; c2 2 R

Durch Einsetzten der Randbedingungen können die Konstanten bestimmt werden:

c1 = 0; c2 =
a2 � L4

12� 16

ZHW Seite100 Mathematik Formelsammlung



41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.13 Eigenwertproblem

Das Eigenwertpr oblem ist ein Randwertpr oblem, bei welchem noch ein freier Parameter
auftritt (z.B.: � ). Es werden alle Werte für � gesucht, die zu einer nicht trivialen Lösung
führen. Diesewerden als Eigenwerte bezeichnet.
Die triviale Lösung ist die Lösung, die identisch mit 0 ist (y � 0).

Beispiel eines Randwertproblems

u00+ � � u = 0; 0 < x < L; u(0) = u0(L) = 0; � > 0

Ansatz:
u = erx

u00+ � � u = r2 � erx + � � erx = erx � (r2 + � )
|   {z   }

=0

= 0

Charakteristisches Polynom:
r2 + � = 0

r1;2 = �
p

� � i

Lösungsansatz(siehe41.10.2):

uh = c1 � e� �x � cos(� � x) + c2 � e� �x � sin(� � x) � = 0; � =
p

�

uh = c1 � cos(
p

� � x) + c2 � sin(
p

� � x)

1. Randbedingung einsetzen:

u(0) = 0 ) c1 = 0

Ableiten:
u0

h = c2 �
p

� � cos(
p

� � x)

2. Randbedingung einsetzen:

u0(L) = c1 �
p

� � cos(
p

� � x) = 0 ) cos(
p

� � L) = 0

p
� � L = (2 � k � 1) �

�
2

) � k =

 
� � (2 � k � 1)

2 � L

!2

Esgibt daher unendlich viele Eigenwerte � k.
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.14 Systeme von homogenen linearen DGL 1. Ordnung

Zeichen Beschreibung
A n � n Koe� zientenmatrix axx 2 R
~x Lösungsvektor (Funktion von t)
�~x Ableitung desLösungsvektors (Funktion von t)

g(t) ”Störvektor ”
r Parameter r (Eigenwerte der Koe� zientenma-

trix A)

Jedelineare DGL n-ter Ordnung lässtsich in ein linearesSystemvon n
DGL's 1. Ordnung zurückführen und umgekehrt.

Homogenes System:
�~x = A � ~x

Ansatz:
~x = er�t � ~�

Nichttriviale Lösungen:
(A � r � E) � ~� = ~0

Charakteristisches Polynom:
det(A � r � E) = 0

Ist rk ein Eigenwert von A und ~� k ein zugehöriger Eigenvektor, so ist eine Lösung gegeben:

~xk = erk�t � ~� k

Berechnung von Eigenvektoren, siehe32.3Seite69.

Hat das charakteristische Polynom n voneinander verschieden Null-
stellen r1; : : : ; rn (Eigenwerte von A), mit den zugehörigen Eigenvek-
toren ~� 1; : : : ; ~� n, so ist die allgemeine Lösung des Systems:

~x(t) = c1 � er1�t � ~� 1 + � � � + cn � ern�t � ~� n

rk ist komplex:

rk doppelter Eigenwert:
Ansatz: ~x2(t) = er�t(t � ~� 1 + ~� )

) GLS: (A � r1 � E) � ~� = ~� 1
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.14.1 Beispiel: RLC-Netzwerk

Abbildung 16: RLC Netzwerk

Gesetze:

ˆ Summe der Ströme ist an jedem Knoten gleich 0.

ˆ Summe der Spannungsabfälle ist in jedem geschlossenenKreislauf gleich 0.

ˆ U = R � I

ˆ C � �U = I

ˆ L � �I = U

I1 + I2 + I3 = 0

U1 = U2 = U3 = U

C � �U = I1

U = R � I2

L � �I3 = U

C � �U +
U
R

+ I3 = 0

�U = �
I3

C
�

U
RC

~x =

 
I
U

!

�~x = A~x
 

�I
�U

!

=

 
0 1

L
� 1

2 � 1
RC

!

�

 
I
U

!
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.15 Systeme von homogenen linearen DGL 2. Ordnung

EinehomogeneDGL 2. Ordnung kann in ein DGL System1. Ordnung umgewandelt werden.

DGL 2. Ordnung:
y00� 2y0 + y = 0

~x =

 
x1

x2

!

x1 = y

x2 = y0 = x0
1

x0
1 = y0

x0
2 = y00= 2y0 � y

~x 0 =

 
x2

2x2 � x1

!

~x 0 =

 
0 1

� 1 2

!

�

 
x1

x2

!
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41 DIFFERENZIALGLEICHUNGEN (DGL)

41.16 Systeme von inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung

ˆ Den homogenen Teil des Systemslösen) ~yh

ˆ Ansatz für den inhomogenen Teil �nden und diesen in die das Systemeinsetzen) ~yp

ˆ Allgemein Lösung: y = yh + yp

Beispiel

�x1

�x2
=

x1 +x2 � t � 1
4 � x1 +x2 � 4 � t � 2

Homogener Teil:

~xh = c1 � e� t

 
1
2

!

+ c2 � e3�t

 
1

� 2

!

Ansatz für inhomogenen Teil ~xp:

x1

x2
=

a1 � t +b1

a2 � t +b2

Ableitung des Ansatzes:

�x1

�x2
=

a1

a2

Einsetzen:
a1

a2
=

a1 � t +b1 +a2 � t +b2 � t � 1
4 � (a1 � t +b1) +a2 � t +b2 � 4 � t � 2

Diese Gleichungen Au� ösenund somit die Koe� zienten a1; a2; b1; b2 berechnen(8t). Durch
Einsetzender Koe� zienten erhält man ~xp

Allgemein Lösung: y = yh + yp
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42 KOMBINA TORIK

42 Kombinatorik

Die Kombinatorik ist die Kunst des Zählens.

42.1 Formeln, Regeln

k-Auswahl aus der
Menge n

Geordnete Stichproben (mit Berück-
sichtigung der Reihenfolge)

Ungeordnete Stichproben (ohne
Berücksichtigung der Reihenfolge)

mit Zur ücklegen
(mit Wiederholun-
gen)

1
nk

2

(n + k � 1) � (n + k � 2) � � � � � n)
k!

ohne Zur ücklegen
(ohne Wiederhol-
ungen)

3
n!

(n � k)!

4 � n
k

�
=

n!
k! � (n � k)!

5 Permutationen ohne Wiederholungen
(auf wieviele Arten lassensich die Elemente anordnen)

n!

6 Permutationen mit Wiederholungen

n!
a! � b! � � � � � x!

n = a+ b+ � � � + x

7 Jedergegen jeden
n � (n � 1)

2

8 Wahrscheinlichkeit

P =
Anzahl günstiger Fälle

Anzahl möglicher Fälle

9 Schönenberg' scheTrennwandformel
5 Äpfel auf 3 Kinder verteilen ! Trennwandpr oblem
) 5 Plätze,2 Trennwände und somit 7 Positionen

� 7
2

�
= 21
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42 KOMBINA TORIK

42.2 Beispiele

1
Ein Kombinationsschloss hat 103 Kombinationen.
Das Sporttoto von 12 Spielen hat 312 verschiedeneTippm öglichkeiten.

2

Auf wieviel Arten kann aus 3 Sorten Schockolade5 Tafeln ausgewählt werden:
�

7
2

�

Aus 6 Früchtesorten soll ein Korb mit 20Früchten zusammengestellt werden:
�

25
5

�
=

�
25
20

�

Wieviele verschiedeneWürfe mit 3 nicht unterscheidbaren Würfeln sind möglich: 8�7�6
3�2�1

3
Alle Kartenvariationen aus Gruppen zu 5 Karten von 52 Karten: 52!

47!
Beieinem Pferderennenmit 18Pferden soll auf die drei Erstplatzierten in der Reihenfolge
ihresEinlaufens gewettet werden. Esgibt 18� 17� 16 oder 18!

(18� 3)! Wertmöglichkeiten.

4
Alle Kartenkombinationen aus Gruppen zu 5 Karten von 52 Karten: 52!

5!�47!

Auf wieviele Arten kann ein Dreierauschussaus 20 Leuten gewählt werden:
�

20
3

�

Zahlenlotto mit 45Zahlen:
6 Richtige =

�
6
6

�
�
�

39
0

�
5 Richtige =

�
6
5

�
�
�

39
1

�
4 Richtige =

�
6
4

�
�
�

39
2

�

3 Richtige =
�

6
3

�
�
�

39
3

�
2 Richtige =

�
6
2

�
�
�

39
4

�
1 Richtige =

�
6
1

�
�
�

39
5

�

0 Richtige =
�

6
0

�
�
�

39
6

� �
45
6

�
= 0 Richtige + 1 Richtige + . . . + 6 Richtige

5
52können in einem Stapelauf 52!Arten angeordnet werden.
10Leute können auf 10Sesselnauf 10!Arten gesetztwerden.
Mit den drei BuchstabenA, B, C können 3! Wörter geschriebenwerden.

6
Aus den BuchstabenM,O,O,T,T lassensich 5!

1!�2!�2! Wörter schreiben.
SechsPersonenwollen zu je dreien in zwei Taxis einsteigen, es gibt 6!

3!�3! Möglichkeiten
einzusteigen.
Zwei rote und drei schwarze Kugeln sollen in einer Reihe hintereinander angeordnet
werden, esgibt 5!

3!�2! Möglichkeiten dies zu tun.

7
An einem Turnier mit 8Mannschaften soll jeder gegenjedenspielen: 7+ 6+ 5+ � � �+ 1 = 7�8

2
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43 STATISTIK

43 Statistik

43.1 De�nitionen

Statistik

ˆ geordnete Zusammenstellung von Informationen

ˆ Methoden zur Untersuchung von Massenerscheinungen

Skalen

ˆ Qualitatives Merkmal

– Nominalskala: Merkmalsauspr ägungen sind Namen oder Bezeichnungen

– Ordinalskala: Merkmalsauspr ägungen bringen zusätzlich eine Rangfolge zum
Ausdr uck

ˆ Quantitatives Merkmal

– Metrisch diskrete Skala: Merkmalsauspr ägungen nehmen nur isolierte Zahlen-
werte an

– Ordinalskala: Merkmalsauspr ägungen können alle Werte eines Intervalls an-
nehmen

43.2 5-Zahlen-Kennung, Box-Plot

Zeichen Beschreibung
n Anzahl Daten (Umfang)
xi Datensatz
x̃ Median

q1 UnteresQuartile
q3 OberesQuartile

xmin Kleinster Wert
xmax GrössterWert

Median:

x̃ =

(
x n+1

2
ungeradesn

1
2(x n

2
+ x n

2 +1) geradesn

Unteres (Oberes) Quartile:
Das Quartile ist der Median der unteren (oberen) Hälfte der Menge. Ist n ungerade so wir d
der Median der Gesamtmengein beiden Hälften weggelassen.

5-Zahlen-Kennung:

n
x̃

q1 q3

xmin xmax
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43 STATISTIK

Box Plot

PSfragreplacements

xmax

q3
x̃

q1

xmin

Abbildung 17: Box Plot

43.3 Einteilung in Klassen

Bei vielen Messwerten können die Daten in Klassen eingeteilt werden. Zum Beispiel bei
Längenmessungen:0:00m � 1:99m;2:00m � 2:99m; : : :

Zeichen Beschreibung
n Anzahl vorhandener Daten (Umfang)
d Anzahl möglicher Werte im Messraster
k Anzahl Klassen
b Klassenbreite (Anzahl möglicher Werte in einer

Klasse)

Faustregel f ür Klassenanzahl:
Nach Schönenberger:

k �
p

n für 30 < n � 400

Nach Papula:
k �

p
n für 50 < n � 500

oder
k � 5 � lg n

Zwei in Fragekommende Klassenbreiten:

b =
d
k

(Auf- oder abrunden)
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43.4 Streuung

Zeichen Beschreibung
n Anzahl vorhandener Daten (Umfang)
d Anzahl möglicher Werte im Messraster
k Anzahl Klassen
b Klassenbreite (Anzahl möglicher Werte in einer

Klasse)
x̄ Mittelwert
s Standardabweichung

Mittelwert

x̄ =
1
n

nX

k=1

xk

Spannweite, Variationsbreite:
xmax � xmin

Mittlere absolute Abweichung:
1
n

nX

k=1

jxk � x̄j

Statistische Varianz:

s2 =
1

n � 1

nX

k=1

(xk � x̄)2

Statistische Streuung:

s =
p

s2

Quartileabstand:
q3 � q1
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44 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUN G

44 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Zeichen Beschreibung
E;F Ereignisse

P(E) Wahrscheinlichkeit, dassdas Ereignis E eintritt

 Ergebnissraum, mögliche Ergebnisseeines Zu-

fallsexperiments
! Elementarereignis, ! 2 


44.1 Regeln

P(E [ F) P(E) + P(F); falls E \ F = ?

P(? ) = 0

P(E) = 1 � P(E)

P(E [ F) = P(E) + P(F) � P(E \ F)

44.2 Klassische Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit =
Anzahl günstige Fälle

Anzahl mögliche Fälle
=

jEj
j
 j

44.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit, dassE eintritt, unter der Bedingung, dassF eingetreten ist:

P(EjF) =
P(E \ F)

P(F)

Zwei Ereignisse sind unabh ängig, wenn:

P(E \ F) = P(E) � P(F)
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44 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUN G

44.4 Diskrete Zufallsgr össen

Zeichen Beschreibung
X Diskrete Zufallsgr össeX : 
 ! R
xi Ein Wert, den die diskr ete Zufallsgr össeX an-

nehmen kann
pi Wahrscheinlichkeit, dassX gleich xi wir d

f (x) Wahrscheinlichkeitsfunktion
F(x) Verteilungsfunktion

�; E(X) Erwartungswert
� 2;V(X) Varianz

� Standardabweichung

Erwartungswert:
� = E(X) =

X

i

xipi

Varianz:

� 2 = V(X) =
X

i

(xi � � )2pi

= E
�
(X � � )2

�

= E
�
(X � E(X))2

�

= E
�
X2

�
� E(X)2

Standardabweichung:
� =

p
V(X)
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44 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUN G

44.5 Binomialverteilung

Konkr etesBeispiel einer diskr eten Verteilung. Nur Erfolg oder Misserfolg möglich. Auch
bekannt als “Bernoulliexperiment”.

Zeichen Beschreibung
X DiskreteZufallsgr össe,Anzahl der Erfolge, X =

k; k = 0; : : : ; n
p Wahrscheinlichkeit eines Erfolges bei einem

einzelnen Versuch
q = 1 � p
k mit Wahrscheinlichkeit P angenommener Wert

für X, Anzahl Erfolge bei n Versuchen
n Anzahl Versuche

P(X = k) =

 
n
k

!

pk qn� k (k = 0;1; : : : ; n)

Erwartungswert:

� = E(X) = n p =
nX

k=0

k � P(k)

Varianz:

� 2 = V(X) = n p q =
nX

k=0

(k � � )2 � P(k)

Median:

Wert, der mit P(k) = 0:5 nicht übertro� en wir d.
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44 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUN G

44.6 Poisson-Verteilung

Bequemzu berechnendeAnn äherung an die Binominalverteilung für grossesn (n > 10)und
kleines p (p < 0:05)

Zeichen Beschreibung
� Parameter der Poisson-Verteilung � > 0, Er-

wartungswert. Z.B.: gemessenerDurchschnitt

P(X = k) =
� k

k!
e� �

Erwartungswert:
E(X) = �

Varianz:
� 2 = V(X) = �
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